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Chuong 1
Logic ménh dé

George Boole Cdc dinh ludt cua tu duy 1854.




Ménh de l6gic
Khai niém ménh dé va pha dinh ctia ménh dé

Dinh nghia 1.1. Mot ménh dé (logic) la mot khdang dinh ma noi dung
ctia né la ding hodc la sai, chit khong thé via ding via sai.

Vi du.
. Mua bay, gi6 cuon.
. Cudn sach nay la clia ai vay?
X+ 3=T.

1

2

3

4. Ha noi la thu do cua Viét nam.

5. Tong cac goc cia mot tam giac bang 100°.
6

A+4=T.




Gia tri chan ly ciia mét mét ménh dé légic

Gi4 tri chan 1y ctia meénh de logic 1a T" (true) hoac F' (false).

Vi du.
1. p: "Ha ndi la thu do ctua Viét nam."
2. ¢: "Tong cac goc clia mot tam giac bang 100°."

3.r"44+4="7"

Bang 1.1: Bang gia tri chan ly.




Meénh dé phiic hop

Vi du.
1. Néu x la s6 nguyen, thi 22 ciing 1a s6 nguyen.
2. Troi vita nang vita mua.
3. Bién khong phai 1a ao ho.

4. Dé duge di hoc nude ngoai, hoac 1a ban phai hoc giéi hodc la ban phai
co tien tu tuc.

Tinh chét. Lién tir lien két cac ménh dé don gian tao nén meénh dé phiic
hop:

Vi du. “ Ban khong dudc di ze mdy, néu ban dudi 16 tuos trit phi do
la ze phan khoi nho hodc khi ban cé giay phép ddc biét.




Pht dinh ménh dé

Dinh nghia 1.2. Cho trudc meénh dé logic p. Khi dé cau "khong phdi
la p" cing la mot meénh dé logic, duoe goi la phi dinh cia p va duogc
ky hiéu la p hodc la —p. Néu p ding thi p sai va nguoc lai.
Vi du.

p: Ngay 20-11-2008 1a ngay chu nhat.

p: Ngay 20-11-2008 khong phai la ngay chii nhat.

Bang 1.2: Bang gia tri chan 1y ménh dé phi dinh
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Phép hoi

Dinh nghia 1.3. Cho trudc hai ménh dé logic p va q. Khi dé cau néi
"n va q" ciing la mot ménh dé logic, ki hieu p A\ q. Hoi cia p va g chi
ding khi cd hai ménh dé p va q déu ding va sai trong cdc truong hop
con lai.

Vi du.
p: Bac Ho sinh vao ngay 19-5.
¢: Bac Ho 1a Chu tich nuéc.
p A ¢: Bac Ho sinh vao ngay 19-5 va Bac Ho 1a Chu tich nudc.

Bang 1.3: Bang gia tri chan 1y ctua phép hoi

pPlq | pAg
TIT| T
T F| F
F\T| F
F F| F




Phép tuyén

Dinh nghia 1.4. Cho trudc hai ménh dé logic p va q. Khi dé cau néi
“p hodc q” ciing la mot ménh dé logic va dugc ky hiéu la p V q. Tuyén
cua p va q chi sai khi cd p va q cung sai va diung trong cac truong hop
con lai.

Vi du.
p: Ho Xuan Huong sinh vao ngay 3-5.
¢: Ho Xuan Huong sinh vao ngay 9-5.
p V ¢: Ho Xuan Huong sinh vao ngay 3-5 hoac vao ngay 9-5.

Bang 1.4: Bang gia tri chan 1y ctia phép tuyen

plq|pVgq
TIT| T
TI\F| T
F\T| T
F F| F




Phép tuyén c6é loai

Dinh nghia 1.5. Cho trudc hai ménh dé logic p va q. Khi dé cau néi
“hodc p hodc q” ciing la mot ménh dé logic va duge goi la tuyén co logi
ctia p va q va duge ky hiéu la p @ q. Tuyén cé loai ctia p va q chi ding
khi chi c6 ding mot trong p va q la ding con ménh dé con lai sa.

Vi du.
p: Ho Xuan Huong sinh vao ngay 3-5.
¢: Ho Xuan Huong sinh vao ngay 9-5.
p @ ¢: Ho Xuan Huong hoac sinh vao ngay 3-5 hodc vao ngay 9-5.

Bang 1.5: Bang gia tri chan 1y ctia phép tuyén co loai
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Phép kéo theo

Dinh nghia 1.6. Cho trudc hai meénh dé logic p va q. Khi dé cau néi
“néu cé p thi cé q” cing la mot meénh dé logic va duge goi la phép kéo
theo ciia p va q va dude ky hiéu la p — q. Ménh dé p — q chi sai néu
p ding va q sat va dung trong cac truong hop con las.

Theo dinh nghia ctia ta, toan tit — ¢6 tén la phép kéo theo. Trong phép
kéo theo pq, ta thuong noi p 1a giad thiét va ¢ la két luan.
Vi du. Néu goi p la meénh dé “Tam giagc ABC wvuong tai dinh A” va q
Ia ménh dé “BC? = CA%? + AB? thi ménh dé p — ¢ 1a “Néu tam gidc
ABC wvuong tai dinh A thi BC* = CA? + AB?".
Tinh chat. Khi c6 ménh dé kéo theo p — ¢, thi ménh dé ¢ — p dudc
goi la ménh dé ddo clia p — ¢ va ménh dé ¢ — p duodc goi 1a menh de
phan dao cta no.

Céc cach phat bieu khéac ctia phép kéo theo:

1. néu p thi q,
2. p kéo theo q,

3. p la dieu kien du cia q,




Bang 1.6: Bang gia tri chan 1y ctia phép kéo theo

pP—4q
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4. q la dieu kién can cta p,
5. ¢6 p thi co q,
6. tupsuy raq, ....




Phép tuong duong

1. p va g tuong duong v6i nhau,

2. p néu va chi néu q,

3. p khi va chi khi g,

4. p tuong duong véi q, ...
Dinh nghia 1.7. Cho trudc hai ménh dé logic p va q. Khi dé cau néi
"n tuong duong vdi ¢" cing la mot ménh dé logic. Ta ky hiéu ménh dé

“p tuong duong vdi q” bdi ky hiéu p <> q. Ménh dé p < q chi ding khi
p va g cung dung hodc cung sai.

Vi du.

p: Tam giac ABC' 1 tam giac deu.

q: Tam giac ABC' ¢6 ba canh bang nhau.

p <> ¢: Tam giac ABC' 1a tam giac déu khi va chi khi tam giac ABC'
c6 ba canh bang nhau.




Bang 1.7: Bang gia tri chan 1y ctia phép tuong duong

Pl1q P4
T\T| T
T\ F| F
F\T7T| F
F\F| T

Phan tich ménh dé 16gic phic hop

Vi du.
Ban khong dugce di xe méy, néu ban dudi 16 tuoi trit phi dé la xe phan
khoi nho hoac khi ban c6 giay phép dac biét
1. p: Ban dugc di xe may,
2. q: Ban dudi 16 tuoi,
3. r: Xe mady cé phan khoi nhé,
4. s: Ban c6 giay phép ddac biét.

Két qua: (g A = (r Vv s)) — —p.




Bieu thic logic

Dinh nghia 1.8. Mot biéu thic logic la mot biéu thic dugc tao thanh
t cdc bién logic cho trudc bang cdich dp dung cdc todan ti logic va cdc
dau ngodc “(“ va “)"mot cach hinh thic. Ta quy dinh todn ti — dugc vwu
tien thuc hién trudc, tiép dé theo thi tu la phép todn A, V, p — q va
p <+ q, va tw trar sang phat cho cac phép toan cung uu tién, va dac biét
néu cé ngodc thi bat dau thuc hién tu dau ngodc trong cung ra ngodi.

Vi du. Trong bieu thic logic ((pV q) — T) Ap thi ta phai thyc hien phép
pht dinh 7, sau d6 thuc hién phép tuyen pV ¢, 16i tiép do 1a phép kéo theo
((pV q) = 7). Sau cung ta thyc hien phép hoi A.




Mot sd bieu thitc logic quan trong

Dinh nghia 1.9. Cho trudc ménh dé logic p — q. Khi dé ménh dé
logicq — pdudc goi la ménh dé logic ddo va ménh dé logic ~q — —p
duge goi la ménh dé logic phdn ddo ciia ménh dé logic p — q da cho.

Vi du.

p: Tam gidc vuong ¢6 mot goc nhon 30°.

¢: Tam giac c6 hai canh dai gap doi nhau.

p — ¢: Néu tam giac vuong c6 mot goc nhon 30°, thi né co hai canh
dai gap doi nhau.

g — p: Néu mot tam giac c¢6 hai canh dai gap doi nhau, thi né 1a tam
giac vuong v6i mot goc nhon 30°.

=% q —% p: Néu tam giac khong c6 hai canh dai gap doi nhau, thi n6
khong phai la tam gidc vuong véi mot goc nhon 30°.




Bang 1.8: Bang gia tri chan 1y ctia ménh dé phan dao va dao.

P—4q 7q—"p|qg—=p
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Tuong duong 16gic

Dinh nghia 1.10. Mot biéu thitc logic luon cé gid tri chan ly T (ding)
vdi bat cit gid tri chan Iy nao cla cdc ménh dé logic thanh phan tao nén
né dugc goi la meénh dé logic luon ding hodc la hang ding. Ky hiéu T.

Mot biéu thitc logic luon cé gid tri chan by F (sai) vdi bat cit gid tri
chan Iy nao ctia cdc ménh dé logic thanh phan tao nén né dudc goi la
biéu thic logic luon sai hodc la hing sai, ky hiéu F.

Biéu thitc logic khong phdi hing ding hodc khong hing sai dudc goi
la tiép lién.

Vi du.




p — q la tiép lien.

Bang 1.9: Bang gia tri chan Iy cia p V pvap A —p

pl{pV—p| pA—p
T T F
F| T F

Dinh nghia 1.11. Cdc meénh dé logic p va q duoe goi la tuong duong
logic, néu biéu thic logic p < q la ménh dé logic hing ding. Khi dy
ta néip va q la hai ménh dé logic tuong duong (bang nhau) va kij hiéu
pEq.

Vi du. Ta c6 thé kiem tra xem ménh dé kép theo p — ¢ va ménh dé phan
dao cia n6 g — —p c6 tuong duong logic hay khong thong qua bang
1.10:

Tinh chat. Dé kiém tra thay rang quan hé tuong duong logic 1a quan heé
c6 3 tinh chat: phan xa, ddi xing va bac cau.




Bang 1.10: Tuong duong logic ciia phép kéo theo va phan dao.

p—q|-q——p|p—q) < (-g— p)
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1. V6i moi ménh dé p ta luon ¢6 p < p (tinh phan xa).
2. Néu p < ¢ thi ¢ < p (tinh d6i xing).
3. Néu p < g va g < r thi p < r (tinh bac cau).

Ngoai ra, nho su tuong duong logic ctia phép kéo theo p — ¢ véi bicu
thitc —p V ¢ (xem bang 1.11) ma ching ta c6 thé khit cac phép kéo theo
trong cac bieu thiic 1ogic dé tit mot bieu thic logic cho trude ta thu duge
mot bieu thitc 16gic hoan toan khong c6 phép kéo theo va phép tuong duong.
Vi du. Chimg minh rang (p A q) = (p V q) 1a hing dang.




Bang 1.11: Khit phép kéo theo.

p—q|-pV-q|l(p—q) < (-pVg
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Ching minh. Ta co
(pAg) = (Ve e (pVg) —(pVy)

< pVagVpVyag

& (-7pVp)V(gVa)
< TVg
o T.

L. p AT < p (luat dong nhat),
2. pVF < p (luat dong nhat),




p AF < F (luat nudt),

pV T < T (luat nuot),

pV p < p (luat liy dang),

p A p < p (luat lity dang),
—(=p) < p (luat pht dinh kép),
pV q< qVp (luat giao hoan),

L 0 N ok W

p A q<< qgAp (luat giao hoan),

10. (pVq)Vr < pA(gAT) (luat két hop),

1. (pAg) Ar < pA (g Ar) (luat két hop),

12. (pV @) Ar <= (pAT)V (g Ar) (luat phan phoi),

13. (pAq)Vr< (pVr)A(gVr) (luat phan phoi),

14. =(p V q) < (=p A —q) (luat De Morgan),

15. =(p A q) < (=p V —q) (luat De Morgan).

Vidu. ~(pAgAT) < (DA AT) = =(pAq)V—r < —pV gV -r.




Cac phép toan logic véi cac bit
Phép toan bit OR, AND, XOR

May tinh dung cac bit dé bicu dién thong tin. Mot bit ¢6 gia tri 0 hosic 1.
Nguon goc ciia cach goi tén bit 1a do nha thong ké hoc noi tiéng ngusi Anh
John Tukey dua ra nam 1946 véi nguyeén ban 1a binary digit (chit s6 nhi
phan). Do gia tri chan ly ctia cac ménh de logic ciing chi 14 hai gia tri 1" va
F', cho nén bit ciing c6 thé dung dé bicu dién gia tri chan 1y clia cadc ménh
deé logic, trong d6 gia tri 1 tng v6i T va gia tri 0 tng v6i F. V6i cing 1y do
d6 ma bit ciing duge dimg dé bicu dién cac bién Boole (boolean variable)
la cac bién ma gia tri ctia né la dung hodc sai.

T rong lap trinh, ching ta hay dung cac phép toan OR, AND, XOR.
Day la cac phép toan logic tuong tng véi cac toan tu logic . Phép toan
bit duge tién hanh trén cac s6 0 va 1 tuong tu nhu cac phép toan véi cac
gia tri chan 1y T va F bang cach thay T bdi 1 va F béi gia tri 0. Dé don
gian, nguoi ta ciing dung cac logic toan tit cho cac phép toan OR, AND va
XOR mot cach tuong tng. Trong bang 1.12, ching ta c¢6 cong thic thuc




Bang 1.12: Bang tinh cho cac toan tit OR, AND, va XOR.

OR AND XOR
vio 1A 0 1} 0 1
oo 10} 0 00} 0 1
1y 1 191} 0 1]1 1 0

hién phép toan bit v6i cac bit 0 va 1.




Phép toan OR-bit, AND-bit, XOR-bit

Pinh nghia 1.12. Thong tin trong mdy tinh thong thuong duge biéu
dién dudi dang mot day cac bit (ta con goi la xau bit hodc la zau nhi
phan). Mot xau rong la mot xdau khong cé bit nao cd. So6 cdc bit tao nén
xdu nhi phan dugc gotv la do dai cua xau nhy phan.

Vi du. Xau rong c6 doi dai 0, va 01110101 1a mot xau nhi phan véi chiéu
dai la 8.

Nguoi ta mé rong phép tinh OR, AND va XOR cho cac xau bit c6 cuing
do dai. Cac phép toan maé rong nay dudge goi tén mot cach tuong ting la cac
phép toan OR-bit, AND-bit va XOR-bit. Cach thuyc hién cac phép toan nay
v6i hai xau bit cung do dai la ap dung cac phép toan OR, AND va XOR
cho cac bit tuong ting ¢ hai xau. Dé don gian, ngudi ta ciing ding ky hicu
logic toan tit dé bicu dién cac phép toan OR-bit, AND-bit va XOR-bit. Vi
du sau giai thich r6 cach thyc hién cac phép toan nay.

Vi du. V61 hat xau 1001 va 0111 ta co:

1. 1001 Vv 0111 = 1111 (phép toan OR-bit),
2. 1001 A 0111 = 0001 (phép toan AND-bit),
3. 1001 @ 0111 = 1110 (phép toan XOR-bit).




Chuong 2
Ly thuyét tap haop




Khai niém tap hop

Cantor (1845-1918): Mot tap hop la mot tong thé cac ddi tugng (duge
goi 1a cac phan tif ctia tap hop) c6 cing mot tinh chat chung nao do.
Vi du. Tap hop cac sinh vién trong 16p hoc.

Tap hop rong 0.

Tap hop céac s6 tu nhien N

Tap hop cac s6 hitu ty Q

Tap hop céac so thuc R.

Tap hop cac s6 nguyén Z.

Tap hop cac s6 phiic C.

Phan t1t ctia tap hop: a, b, ...

1
Vidu.lez,§¢z,\/§§zz.




Cac cach biéu dién tap hop

1

Hinh 2.1: Biéu do Venn bicu dién tap hop M.

C6 ba cach bicu dién tap hop nhu sau:
a) Biéu dién tap hop bang liét ké tit ca cac phan tit ctia né:




A=1{1,2,3}
B={1,2,3,4,5,6}.
ié

b) u dién tap hop théng qua quy luat don gian.
A =10,2,4, }

B={1,35...}

Z=A{0,-1,1,-2,2...}

Z=A{...—2,-1,0,1,-2...}

N=1{0,1,2,...}.

¢) Biéu dién tap hdp thong qua quy tic nhan biét

P ={p |p 1as6 nguyen t6},
X={z :2*—220+1=0}.




Tap hop con va tap hdp bang nhau
Tap hop con

Dinh nghia 2.1. Cho trudc hai tap hop A va B. Ta néi rang tap hop
A la tap hop con cia tap hop B, néu nhu moi phan ti cia tap hop A
la phan t¢ cua tap hop B, khi dé ta viet A C B.

Trong truong hop tap hop A 1a tap hgp con clia tap
hop B, ta con néi rang tap hop B chia tap hop A.
Trong truong hop tap hop A la tap hop con cia tap
hop B va tap hop B khong phai tap hop con cia tap
Hinh 2.2: Tap hop A thi ta néi rang A la tap hop con that su cla tap
th chtta nhau. hOp B, va ta viet A C B.

Biéu do Venn ctia tap hop con bi chiia trong bicu do
Venn cta tap hgp chita né (Hinh 2.2).
Vi du. Tap hop cac so6 tu nhién N 1a tap hop con that su ctia tap hop cac
sO nguyen Z. Tap hop cac s6 thuc R 1a tap hop con that sy cua tap hop




cac so phic C. Tap hop cac s6 hitu ty Q la tap hop con that su cta tap
hop cac s6 thue R. Quan hé gitta cac tap hop nay co thé viét gon lai la
NCZCQCRCC.

V61 mdi n, tap hop s6 tu nhién N c6 mot tap hop con dac biét gom cac
s6 tu nhien dau tien tit 0 t6i n, duge ky hieu 1a 1, n.

Tap hop () duge qui dinh 1a tap hop con clia tat ca cac tap hop. Mai tap
hop bat ky ciing 1a tap hop con ctia chinh né. Cho truée tap hop A, ta ky
hiéu tap hop tat ca cac tap hop con ctia A 1a P(A). Tap hop cac tap hop
con clia tap hop A cho trude luon chia tap hop ) va A lam phan t1.

Vi du. Véi A = {1,2} thi P(A) = {0,{1},{2},{1,2}}.

Tinh chat. Quan hé “chita nhau" (C7) cia tap hop 1a mot quan hé co
tinh chat phan xa va bac cau:

1. V6i moi tap hop A taco A C A.

2. NeuAC BvaBC(Cthi ACC.

Tap hop bang nhau

Trén c6 s6 khai niém cac tap hop con, ta dinh nghia khai niém su bang
nhau cua cac tap hop nhu sau.




Dinh nghia 2.2. Cho trudc hai tap hop A va B. Ta ndi tap hop A
va B la hai tap hop bang nhau khi va chi khi A la tap hop con cia tap
hop B va B la tap hop con cia tap hop A. Khi A va B la hai tap hop
bang nhau thi ta viet A = B.

Vi du. Tap hop A = {1,2} vatap hop B = {z | > — 32 +2 = 0} 14 hai
tap hop bang nhau, vi phuong trinh 2% — 3z + 2 = 0 ¢6 dung hai nghiem
1 va 2.

Tinh chat. Quan hé "chita nhau" ciia tap hop ¢6 nhitng tinh chat sau:
1. NeuACBvwBCAthi A= B,

Quan hé "bang nhau" cia tap hop 1a quan hé tuong duong:

1. V6i moi tap hop ta c6 A = A (tinh phéan xa).

2. Néu A = B thi B = A (tinh ddi xtng).

3.Neu A= Bva B=Ctht A= C (tinh bac cau).

Bai tap:

1. Kiém tra xem cac moi quan hé sau la ding hay sai:
a) 0 = {0},
b) {1} C {{1}}.
o) {1} = {{1}}.




. Ding biéu do Venn biéu dién moi quan hé ciia cac tap hop A C B va

B CC(C.

. Chitng minh tinh chat ctia quan hé “C” trong cac tap hop:
1. V6i moi tap hop A taco A C A.
2.NeuAC Bva B C Athi A = B.

3.NeuAC BvaBCCthi ACC.

. Cho trude tap hop A = {1,2,3} va tap hop B = {1,3,5,7}. Hay
liet ke tat ca cac tap hop vita la tap con clia tap hop A vita 1a tap hop
con cua tap hop B.

. Tim hai tap hop A va B saocho A € Bva A C B.

. Xac dinh mdi quan hé gitta cac tap hop va sau:
a) A=1{1,2,3} va B ={1,3,5,7}.
by A={1,2,3} va B=1{1,3,5,2,7}.

. Xac dinh xem céc cap tap hop sau day c6 bang nhau hay khong:
a) Tap hop {1,2,3} va tap hop {3,2,1}.
b) Tap hop tat ca cac tap hop con cta {a, b} va {0, {a}, {b}, {a,b}.




¢) Tap hop 0 va tap hop {0}.
d) Tap hop N va tap hop {N,0,1,2,...}.

8. Xéc dinh tap hop P(0) va tap hop P({0}) .

9. Xac dinh tap hop P{1, 2, 3}.

10. Chiing minh cac tinh chat ctia quan hé tap hgp bang nhau:
1. V6i moi tap hop ta c6 A = A.
2.Néu A =B thi B=A.
3.NeuA=BwB=CthiA=C.

11. Chiing minh rang néu A = B thi P(A) = P(B).




Cac phép toan cua tap hop
Phép hop

Dinh nghia 2.3. Cho trudc tap hop A va tap hop B. Hop ciia tap hop
A va tap hop B la tap hop chia tat cd cdc phan tit thuéc A hodc thudc
B, va chi nhing phan té dé ma thoi.

Hinh 2.3: Phép hop.

Hop cua tap hop A va tap hop B duge ky hieu béi A U B. Mot cach
hinh thic ta viet: AUB ={x | x € A hoac x € B}.

Hop ciia hai tap hop duge bicu dién theo mo hinh trong biéu do Venn
(hinh 2.3), .




Trong truong hop tap hop A va tap hop B c6 nhitng phan t chung thi
cac phan ttt chung nay chi duge phép xuat hién ding mot lan trong hop
ctia ching.

Vi du. Hop ctiatap hop {1,2,3,4,5} va{2,4,6} latap hop {1, 2,3,4,5,6}.
Tinh chat. Bing biéu do Venn ta thay dé dang thay cac tinh chat sau
ctia phép hop hai tap hop:

1. Luat dong nhat: AU = A cho moi tap hop A.

2. Luat nuét : AU U = U cho moi tap hop A C U.

3. Luat liy dang: A U A = A cho moi tap hop A.

4. Luat giao hoan: AU B = B U A cho tap hop A va B tuy ¥.

5. Luat két hop: (AUB)UC = AU (BUC) cho tap hop A, B, C tuy
y.

Luu y. Nho c¢6 dinh luat két hop, cho nén ta c6 thé viet AU B U C thay
cho viét (AU B) U C'. Nho d6 ching ta c6 the néi hgp ctia nhiéu tap hop

U A=A UA,U...UA, makhong can phai néi ro thit tu thyc hién
i=1
phép hop nhu thé nao.

Cac tinh chat ctia phép hop (sau nay 1a cac phép toan khac) c6 thé con
duge chiimg minh nho st dung bang thuoc tinh. Dé chi mot phan tit thuoc




mot tap hop, ta diing s6 1, dé chi mot phan tit khong thudce tap hop do ta
ding s6 0. Ta sé xét trong bang thudc tinh tat cd cac truong hop co thé
xay ra khi xét mot phan tit cho trude cé the thuoc hay khong thuoe cac tap
hop cho trude va chi ra rang phan tit dé thuoc ca hai vé ctia dang thic can
ching minh. Cu the, dé ching minh tinh chat giao hoan ctia phép hop, ta
co6 bang thude tinh nhu sau. Bang nay ¢ 4 dong tuong tng v6i 4 kha nang
c6 thé clia mot phan tt trong quan hé thuoc tap hop. Két qua ctia bang
chi ra rang phép hop ctia hai tap hop c6 tinh giao hoan.

Tuong tu ta c¢6 thé ching minh tinh két hop ctia phép hop ciing bang
bang thudc tinh.

Phép giao

Hem

Hinh 2.4: Phép giao.




Bang 2.1: Dung bang thudc tinh kiem tra tinh giao hoan va két hop.

AB|C|(AUB)UC AU (BUC)
111 1 1
A/ B/AUB|BUA|l1|1]0 1 1
1)1 1 1 1]0]1 1 1
110 1 1 110/]0 1 1
01 1 1 0111 1 1
0,0 0 0 0/1]0 1 1
0/10]1 1 1
01010 0 0

Dinh nghia 2.4. Cho trudc tap hop A va tap hop B. Giao cia tap
hop A va tap hop B la tap hop chita tat cd cdac phan tid via thuoc A
via thuoc B, va chi nhiing phan tit dé ma thoi.

Giao cua hai tap hop A va B duge ky hieu béi A N B. Mot cach hinh
thic ta viét:
ANB=A{z|z€ Ava x € B}.




Trong truong hop tap hop A va tap hgp B khong c¢6 phan ti chung,
giao ctia ching 1a tap hop (). Trong truong hop nay, ching ta con noéi rang
hai tap hop va la hai tap hgp roi nhau.

Vi du. Giao cia tap hop {1,2,3,4,5} va {2,4,6} 1a tap hop {2,4}.
Tinh chéit. Bing bicu do Venn, hodc ding bang thuoc tinh ta thay dé
dang céac tinh chat sau ctia phép giao hai tap hop:

1. Luat nuét : AN O = O cho moi tap hop A.

2. Luat dong nhat: ANU = A cho moi tap hop A C U.

3. Luat liy dang: A N A = A cho moi tap hop A.

4. Luat giao hoan: AN B = BN A cho tap hop A va B tuy ¥.

5. Luat két hop: (ANB)NC = AN(BNC) cho tap hop A, B, C tuy
y.

Luu y. Nho c6 dinh luat két hop, cho nén ta c6 thé viet A N B N C thay
cho viét (AN B)NC. Nho d6, ching ta c6 the néi giao ctia nhiéu tap hop

ﬂ A=A NAN...N A, makhong can phai néi ro thit ty thyc hién
i=1
phép giao nhu thé nao.

Ngoai ra, phép hop va phép giao con c6 tinh chat phan phdi, duge phat
bicu nhu sau:




6. AU(BNC)=(AUB)N(AUC), va
7. AN(BUC) = (ANB)U(ANC) chomoi tap hop A, B va C tuy ¥.

Phép tru

Hinh 2.5: Hiéu hai tap hop.

Dinh nghia 2.5. Cho trudc tap hop A va tap hop B. Hiéu cia tap hop
A wdi tap hop B la tap hop chia tat cd cac phan tid thuoe A ma khong
thuoc B, va chi nhitng phan t& dé ma thoi. Hiéu cia hai tap hop A va
B dugc ky hieu la A\ B hoic A — B.

A—B={x|xe€ Ava x ¢ B}.

Trong biéu do Venn (hinh 2.5), chiing ta bi¢u dién A — B bdi phan mat
phang bieu dién tap hop A bé di phan chung v6i phan mat phang bieu dién
tap hop B.




Vi du. Hieu ctia tap hop {1,2,3} véi tap hop {2, 3,4} 1a tap hop {1}.
Trong truong hop tap hop A va tap hop B khong c¢6 phan tit chung thi

hiéu cua tap hop A va tap hop B chinh la tap hop A.

Vi du. Hieu ctia tap hop {1, 2, 3} vdi tap hop {4, 5,6} 1a tap hop {1, 2, 3}.
Néu tap hop A 1a tap hop con ciia tap hop B thi hiéu ctia tap hop A va

tap hop B chinh la tap hop (0. Luu ¥ rang phép trit ctia tap hop khong ¢

tinh ddi xing.

Vi du. Hiéu cua tap hop {1, 2, 3} véi tap hop {4, 5, 6} la tap hop {1, 2, 3},

con hiéu ctia tap hop {4, 5,6} véi tap hop {1,2,3} la tap hop {4,5,6}.
Phép trit dic biet quan trong doi véi ho cac tap hop con clia mot tap

hgp cho trude.

Dinh nghia 2.6. Cho trudc mot tap hop A va maot tap hop U chita tap
hop A. Khi dé ta néi hieuw U — A la phan b cia tap hop A trong tap
hop U wa kyj hieuw U — A bdi C4(U) hodc Ay va néu khong xdy ra hiéu
lam (khi ta hiéu dang néi tdi cac phan bu trong tap hop cho trude U)
thi ta c6 thé viét ngin gon la A.

Vi du. Cho trude tap hop A = {0,1,2,3} va U = Nthi A = {4,5,...}.
Tinh chéat. Bing bicu do Venn, va diing bang thuoc tinh ta c6 thé ching
minh cac tinh chat sau ctia phan bt ctia tap hop:




1. Luat bi: A = A.
2. Luat De Morgan cho giao 2 tap hop: AN B = AUB.
3. Luat De Morgan cho hop ctia 2 tap hop: AU B = AN B.
Trong moéi lién quan téi phép trir clia tap hop, ¢6 mot phép toan dugc
goi la hieéu doi xing cla hai tap hgp cho trude.

Dinh nghia 2.7. Hiéu doi zing cia hai tap hop cho trude A va B la
tap hop chita cdac phan tid chi thuoc ding mot trong hai tap hop cho
trudec A va B nay (hodc thudc tap hop A hodc thuoc tap hop B), va
chi chia ding cdac phan ti nay ma thoi. Hiéu doi xing cia hai tap hop
cho trudc A va B duoc ky hiéu la AANB hoidc A @ B.

Hinh 2.6: Hieu ddi xing.

Vi du. Hieu doi xting ctia tap hop {1, 2,3} va tap hop {2, 3,4} 1a tap hop

(1,4},




Trong biéu do Venn ¢ hinh 2.6 ta thay dé dang ring A & B = (A —
B)U (B — A). Do d6 dé thay rang hieu doi xing c¢6 tinh chat giao hoan.
Hicu déi xing ctia tap hop tuong ting véi phép tuyen cé loai ¢ chuong logic
meénh de.

Hiang dang thic dang nhé

V6i cac phép toan hop, giao va lay phan bu ctia tap hop, ta c6 15 tinh chat
sau, dudc goi la hang dang thic dang nhé ctia tap hop:

1.

N s W

Luat dong nhat: AU @ = A cho moi tap hop A.

Luat dong nhat: ANU = A cho moi tap hop A C U.

Luat nuét : AU U = U cho moi tap hop A C U.

Luat nuét : A N O = @ cho moi tap hop A.

Luat liy dang: AU A = A cho moi tap hop A.

Luat liy dang: AN A = A cho moi tap hop A.

Luat giao hoan: AU B = B U A cho tap hop A va B tuy .




8. Luat giao hoan: AN B = BN A cho tap hop A va B tuy .
9. Luat két hop: (AUB)UC = AU (BUC) cho tap hop A, B, C
tuy .
10. Luat két hop: (AN B)NC = AN (BNC) cho tap hop A, B, C
tuy v.
11. AU(BNC)=(AUB)N(AUC), va
12. AU(BNC)=(AUB)N(AUC) cho moi tap hop A, B va C tuy
g
13. Luat bi: 4 = A.
14. Luat De Morgan cho giao 2 tap hop: AN B = AU B.
15. Luat De Morgan cho hgp cia 2 tap hop: AU B = AN B.

Chiing ta c6 thé sit dung 15 tinh chat nay dé chiing minh cac dang thiic
ctia tap hop biang phuong phap bién doi dai s6.

Viduu AUBUC = (AUB)UC =AUBNC =(ANB)NC =
ANnBnC.




Ngoai phuong phap bién doi dai s6 va phuong phap ding bang thudc
tinh nhu trén da trinh bay, ta con c¢6 thé ding phuong phap dung cac qui
tac dé ching minh dang thiic trong tap hop.

Vi du. Chimg minh luat De Morgan AN B = AU B.
Ching manh.

ANB={z|z¢&(ANDB)}
={z|-(x € ANB)}
{z|-(re ANz € B}
={z|-(xr € A)V-(zr e B)}
={z|x €AV & B}
={z|x € AVvzx e B}
={z |z € AUB}
= AU B.

Tich Décac (Descartes)

Tich Décac ctia cac tap hop duge dua ra dau tién bdi nha toan hoc Phap
René Descates khi ong bic¢u dién mit phang theo hai toa do vuong goc véi




nhau.

Trén mat phang toa do Décac, méi diem duge bieu dién béi mot cap hai
6 (x,y), véi x 1a hoanh do va y la tung do ctia diem da cho. Ta con néi
rang mat phang toa do chinh la tich Décac ctia tap hop sb ciia truc tung
va truc hoanh. Mot cach tong quat, tich Décac ciia hai tap hop dude dinh
nghia nhu sau.

Dinh nghia 2.8. Cho A va B la hai tap hop. Tich Décac cia A va B
la tap hop cla tat cd cdc cap (a,b) vdia € A vab € B. .

Ax B={(a,b) |ae Abe B}

V6i A = () hoic B = () ta qui dinh A x B = 0.
Vi du. {a,b} x {1,2} = {(a, 1), (a,2),(b,1),(b,2)}.
Luu y. Tich Décac khong c6 tinh chat giao hoan nhu nhiéu phép toan
khac ctia tap hop. Chang han,
{a7 b} X {17 2} - {(CL, 1)7 (an 2)7 (b7 1)7 (b, 2)}
(1,2} x {a, 0} = {(1, ), (2,a), (1,b), (2,})}

Tich Decac con dude mé rong cho nhiéu tap hop. Ta co:




Dinh nghia 2.9. Cho cdc tap hop A;, i = 1,2, ...n. Khi dé tich Décac
clia n tap hop nay la Ay X Ay x -+ A, = {(a1,a9,--+ ,n) | a; € A;}.

Vi du. Voi A ={+,—}, B={a,b} va C' = {1,2} thi ta c6
AXBXC — {(+7 a, 1)7 (+7 a, 2)7 (+J ba 1)7 <+7 bn 2)7 (_7 a, ]-)7 (_7 a, 2)7 (_

Trong truong hop cac tap hop A; bangnhau Ay = A, =--- = A, = A,
thi thay vi viet A; X Ay X --- A, ta c6 the viét A™.




Quan hé va anh xa
Quan hé

Dinh nghia 2.10. Cho trudc hai tap hop A va B.
Q quan hé gitta A va B néu Q C A x B.
Viéet aQb khi (a,b) € Q.

Vi du. A : tap hop sinh vién trong mot 16p.
Q; 1a quan hé ban be
Qy 1a quan hé ban than
Qy C Q.




A = B quan hé A va B la mot quan hé trong/trén A.
Dinh nghia 2.11. Mot quan hé Q trong A la quan hé tuong duong khi
va chi khi

1. Va € A — aQa (phan za),

2. aQb — bQa (doi zing),

3. aQb, bQc — aQc (bac cau,).
Vi du. aQb < ab la s6 chinh phuong

Dinh nghia 2.12. Ho cdc tap hop con (4;), i = 1,2,...,n cia A la
phan hoach: <=
1) A; la cac tap hop roi nhau,

2) | JA=A

Vi du. A tap hop cac s6 ty nhien. A;, A, 13 mot phan hoach ctia tap hop
A v6i Ap 1a tap hop cac so tu nhién chan, A, 1a tap hop céac s6 tu nhién 1é.
Tinh chat. Q la mot quan hé tuong duong trong A <= ho céac tap hop
A; = {z | zQa} v6i a € A la mot phan hoach clia A.




Anh xa va ham so6

Dinh nghia 2.13. Cho trudc hai tap hop A va B. Mot quan hé f cia
A va B duoc goi la dnh za néu:

a) Vdi moi a € A luon ton tai b € B sao cho (a,b) € f,

b) Vi by va by thuoe B sao cho (a,by), (a,by) € f ta sé c6 by = by.

Ky hieu: f(a) =b
b 1a anh cua a
a 1a tao anh cua b.
f:A— B. A dugc goi la mién xac dinh
{f(a) | a € A} 1a mién gia tri clia anh xa f.
Vi du. Dat tén cho con la thiét 1ap anh xa tir tap hop con nguoi vao tap
hogp tén (vai gid thiét 1a moéi con nguoi chi ¢6 mot tén chinh).
Danh s6 nha 1a thiét 1ap mot anh xa tit tap hop cac ngoi nha vao tap
hop s6 tu nhien...

Dinh nghia 2.14. Cho trudc cac tap hop A, B va C va cdc dnh za
f:A— B, g: B— C. Khi dé danh za duoc h : A — C' zdy dung
theo quy tac h(a) = g(f(a)) duge goi la tich cia hai anh za f va g va
duge ky hiéu la h=go f.




Vi dy. Cho truée cac tap hgp A = B = C = R va f(z) = 2* va
g(x) = 2* cho moi & € R, thi A(x) = 2° 13 4nh xa tich g o f.
Co6 nhiing loai anh xa dac biét sau day.

Dinh nghia 2.15. Cho trudc hai tap hop A va B. Mot danh za f dugc
goi la toan dnh tw A vao B néu né théa man dieu kién
¢) vdi moi b € B ton tai a € A sao cho f(a) =b.

Vi du. Phan phat hét keo trong t1i cho cac em bé sao cho em bé nao cing
c6 phan 1a mot toan anh tir tap hop keo vao tap hop cac em bé.

Dinh nghia 2.16. Cho trudc hai tap hop A va B. Mot anh za f duge
got la don danh tu A vao B, néu né théa man dieu kién
d) ’I’Lé’U, f<a1> = f(a2) tha a; = Qo.

Vi du. Viec danh so6 trang sach clia mot cudn sach 1a mot don anh tit tap
hop céc trang sach vao tap hop cac so tu nhién.

Dinh nghia 2.17. Cho trudc hai tap hop A va B. Mot dnh za duoc
goi la song dnh tuw A vao B, néu né dong thoi vua la don dnh lai via
la toan anh.




Tom lai, mot song anh la mot quan hé cia cac tap hop va va thoa man
dong thoi 4 tinh chat a), b), ¢) va d).
Vi du. Thiét lap ma so cac sinh vién trong truong la lap mot song anh tu
tap hop cac sinh vién véi tap hop ma soé sinh vien. Yeu cau duge dat ra la
moi sinh vién c6 mot ma so riéng biét.

Mot anh xa duge goi 1a ham s6 néu B 1a mot tap hop so.
Vi dy. Ham s6 f v6i f(x) = 2 1a mot anh xa tit tap hop s6 thue R vao
chinh noé.

Dinh nghia 2.18. Néu [ la mot song dnh tw A vao B, thi dnh za g
dugc zay dung theo quy tac g(b) = a cho b € B vdi f(a) = b, dugc goi
la dnh xa ngudc cia dnh za f, va con duge ky hiéu la f1.

idy: A — A véi f(a) = a (4nh xa dong nhat trén tap hop A).
Tinh chat. Véi f 1a song anh tit tap hop A vao tap hop B thi ta dé thay
foftl=didgva f~lof=1dy.




Luc luong cua tap hop
Luc luong, tap hop hitu han, tap hdp vo han

Dinh nghia 2.19. Hai tap hop cho trudc A va B duge ndi la cé cung
e luong néu nhu ton tai mot song anh f : A — B.

Vi du. Tap hop s6 tu nhien N va tap hop s6 nguyén Z c6 cung lyc luong.
Chitng minh. Ta xay dung 4nh xa f : Z — N nhu sau:

22 néu z > 0
f<z>_{—22—1 néu z < 0.

Dé thay f la song anh tit Z vao N.

Dinh nghia 2.20. Tap hop hitu han la tap hop khong co cung luc luong
vt mot tap hop con thuc su ciua no.

S6 lugng phan tit duge ky hieu béi | A.
Vi du. 1. {1,2,3}.




2.A={n|neNvan < 1000000}
3.P={p|né&Nvaplasdnguyen t6}.
Tinh chéat. 1. Tap hop con clia mot tap hop hitu han cling 1la mot tap
hop httu han.
2. A la tap hop hitu han thi tap hop P(A) céc tap con ciia né ciing la tap
hop httu han.
Vi du. Tap hop tat ca cac tap hop con cta {1,2} 1a {0, {1}, {2}, {1,2}}
ciing 1a mot tap hop hitu han. Tap hgp nay chi c6 4 phan tii.

Dinh nghia 2.21. Mot tap hop dugc goi la tap hop vo han néu né
khong phai la tap hop hiu han.

Vi du. Cac tap hop N, Z, Q, R va tap hop C la cac tap hop vo han.
Tinh chat. Cac tap hop N, Z, Q la cac tap hop vo han ¢6 cuing luc luong.

Tap hop dém dudc va tap hop khong dém dudc
Dinh 1y 2.1 (Cantor). Khong ton tai song dnh tu tdp hop so tu nhién
N vao tdp hop so thuc trong khodng (0, 1).

Dinh nghia 2.22. Cdc tap hop hiu han va cdc tap hop vo han co lic
luong cia tap hop N cdc s6 tu nhién duge goi la tap hop dém duge. Cdc




tap hop vo han khong cé cung hic lugng vdi tap hop cdc so tu nhien N
duoc goi la tap hop khong dém dugc.

Vi du. Céac tap hop N, Z, Q 1a cac tap hop vo han dém duge. Cac tap hop
R va C la tap hop khong dém dugc.




Tinh chét.
1. Moi tap hop con ctia mot tap hop dém duoc 1a dém duge.
2. Hop ctia hai tap hop dém duoc 1a tap hop dém duoc.
3. Hop ctia mot ho cac tap hop dém duge 1a tap hop dém duoc.

4. Mot tap hop la tap hop khong dém duge néu né c¢6 mot tap hop con
la tap hop khong dém duge.




Biéu dién tap hdp trén may tinh

U tap hop vii tru (chang han lay U 1a hop ctia cac tap hop cho trude).
ACU — a1a9...a4, a; =0néui ¢ Avaa; =1néui € A,
() 1a xau gom toan cac bit 0.
U 1a xau gom toan cac bit 1.
Vidu. A={1,2,4} va B=1{1,3,5}
U=1{1,2,3,4,5} véin = 5.
A tuong ting 11010.
B tuong tg 10101.
Vidu. U =1{1,2,3,4,5}
11011 tng vai {1,2, 4,5},
Phan bu clia mot tap hop tng véi xau bit a,as...a,,, 1a xau bit b1bs...b,
voi b; 1a phan b ctia @; (bt 0 1a 1 va bt ciia 1 14 0).
Vidu A={1,2,4} va U = {1,2,3,4,5} Xau bicu dién A 1a 11010.
Xau phu dinh nay la 00101.
00101 tuong ting tap hop {3,5} 1a phan bu cta tap hop A trong U.




Phép hop tuong ting OR-bit
Phép giao tuong tng v6i AND-bit
Hiéu doi xitng XOR-bit

Vidu. A=1{1,2,4}
B =1{1,3,5}
U=1{1,2,3,4,5}.
A tuong ting 11010,
B tuong tg 10101.

11010 v 10101 = 11111
11010 A 10101 = 10000
11010 @ 10101 = O1111.

AUB=U ={1,2,3,4,5}
ANB={1}.
A® B=1{23,4,5}




Bai tap:

1. Hay dung biéu do Venn kiém tra cong thic |[A U B| = |A| + |B| —
|A N B cho cac tap hgp hitu han A va B.

2. Ca 16p 12A phai lam mot bai kiém tra toan gom c6 3 bai toan. Gido
vién chi nhiém 16p bdo céo véi nha truong rang ca 16p déu lam dugc
it nhat mot bai, trong 16p c6 20 em lam dugc bai toan thit nhat, 14
em giai dugc bai toan thi hai, 10 em giai duge bai toan thi ba, 6 em
giai duge ca hai bai thi nhat va thi ba, 5 em gidi duge ca hai bai thi
hai va thi ba, 2 em giai dugc ca hai bai thit nhat va thi hai, va c6 moi
mot em dude 10 diém vi da gidi dudge ca ba bai. Héi rang 16p hoc c6
bao nhiéu em tat ca?

3. Tich Décac A x B c6 bao nhiéu phan tit, néu A c6 n va B ¢c6 m phan
tit.

4. Chitng minh rang céc tap hgp sau day 1a tap hop hitu han va hay tinh
sO cac phan ti clia ching:

a) P({1}),
b) P({1,2}),




10.

c) P({1,2,3}),
6 d6 P(A) ky hieu tap hop cac tap hgp con ctia tap hgp A.

Chitng minh rang moi tap con cta mot tap hgp hitu han cting 1a mot
tap hop hitu han.

Chiing minh tap hgp A ciing 1a tap hop hitu han néu tap hop P(A)
cac tap con cua A 1a tap hgp hitu han.

Chiing minh rang néu A 1a tap hop vo han thi tap hop thu duge tiu
bang cach bd di httu han phan t1t bat ky ctia A van 1a mot tap hop vo
han.

Chitng minh rang néu A 1a mot tap hop hitu han, thi tap hop thu duoc
tir A bang cach thém vao no6 hitu han phan tit van 1a mot tap hop hitu
han.

Chiing minh néu tap hgp A 1a mot tap hop vo han thi tap hop P(A)
cac tap con cua A ciing 1a tap hgp vo han.

Chiing minh rang néu A la mot bang chit cai (mot tap hop hitu han
khac @) thi tap hop cac xau dude tao bdi cac chit cai cua A 1a mot tap
hop dém dugc.




11. Chiing t6 rang tap hop cac chuong trinh may tinh trong mot ngon ngt
lap trinh dac biét nao do 1a dém duge. (Goi v: su dung bai trén.)

12. Chiing minh rang tap hgp cac ham s6 tu tap hop N — {0} vao tap hop
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} 1a mot tap hop khong dém duge. (Gai ¥: ta
cho ting v6i mo6i ham s6 f : (N — {0}) — {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
mot s6 thue 0, f(1)f(2)... f(n)...).




Chuong 3
Mot sb cong thitc t6 hop

Euler, Gauf}, Hamilton...
Nguyén 1y Dirichlet, xac suat roi rac...
Dém s6 mat khau, sd acounts, do phiic tap thuat toan ...
Mot s6 bai toan sau day:

a) Bai toan dém
c6 bao nhiéu cau hinh thod man diéu kién da méu?: tinh xac suat
cia mot sy kién, tinh do phiic tap ctia mot thuat toan.




b) Bai toan liét ke
Dang thuat toan vét can...
¢) Bai toan toi uu
Cau hinh tét nhat theo mot nghia nao day,... xay dung dude nhing
thuat toan htu hiéu.
d) Bai toan ton tai
c6 hay khong cé cau hinh... thic day nhicu nganh toan hoc phét trien.




Mot sé6 cong thiic co sé

Co sé ctia phép dém cac phan t& ciia mot tap hop

Dinh ly 3.1. Néu A; (i = 1,2,...n) la mot phan hoach cia tdp hop
A thi ta co 2”: |A;| = |A].

i—1
Mot cach mé rong dinh 1y 3.1 la dinh 1y sau:
Dinh 1y 3.2. Cho trudc hai tap hop hiu han A va B. Néu ton tai mot

toan dnh f : A — B sao cho méi phan ti b € B ¢6 ding k tao dnh
trong A thi ta cé |A| = k|B].




S6 phan ti¥ ctia tich Pécac

Vi du. A = {a,b}.
Tat ca cac day 3 ky tu ctia A la
aaa, aab, bbb, bba, abb, baa, aba, bab.

Dinh 1y 3.3. Cho trudc cic tap hop hitu han A; (1 =1,2,...k), trong
dé tap hop A; cé ding n,; phan ti. Khi dé tap tich Dé-cac Ay X As - - - Ay,
c6 ding nins - - - ny, phan ti. Nghia la

’Al X A2 s Ak| = ‘All X ’A2| s ’Ak|
Va dac biet ta co |A"| = |A|".
Vi du. C6 bao nhiéu s6 tu nhién c¢6 chin chit s6 ma trong bicu dién thap

phan ctia n6 khong ¢6 mat chit s6 nao trong tap hop {0;1;2;;3;4;5}7?

Loi giai. Moi s6 tu nhién c¢6 chin chit s6 va khong duge viét bdi mot
trong cac chit s6 {0;1;2;3;4;5} 1a mot day chin ki tu 6 lap cta tap hop
{6;7:8:;9}. Theo dinh 1y 3.3 ta c6 tat ca 4° = 262144 s6 nhu vay.

Bai tap:




. S6 dién thoai clia thanh phd Ha noi 1a mot s6 c6 7 chit s6 khong c6
chit s6 0 ditng dau. Hoi rang Ha noi c6 thé c6 nhicéu nhat bao nhiéu s6
dién thoai khac nhau?

. Mot cai khod s6 ¢6 3 vong s0, mdi vong gom 10 chit s6 khac nhau.
Khoa chi mé duge néu trén ca 3 vong la cac chit s6 ding cia n6. Hoi
rang trong truong hop toi nhat ta phai quay thit bao nhiéu lan?

. C6 bao nhiéu s6 tir nhién ¢6 chin chit s6 ma trong bicu dién thap phan
clia n6 khong c¢6 mat chit s6 nao trong cac s6 0, 1, 2, 3, 4 va 67

. C6 bao nhiéu s6 tut nhién ¢6 chin chit s6 ma trong bicu dién thap phan
clia n6 khong c¢6 mét chit s6 nao trong cac 6 0, 1, 2, 3,4, 5 va 67

. C6 bao nhiéu s6 tur nhién 1a boi ciia 5 va ¢6 chin chit s6, ma trong bicu
dién thap phan ctia n6 khong c6 mat chit s6 nao trong cac s6 0, 1, 2,
3. 4 va 67

. C6 bao nhiéu s6 tu nhién c¢6 bon chit s6 va 1a boi cia 57

. C6 bao nhiéu s6 chan c6 ba chit s6 ma trong bieu dién thap phan cia
n6 khong c6 mit chit s6 nao trong cac s6 7, 8 va 97




8. C6 bao nhiéu s6 ty nhién khong vugt qua 2001 1a boi ciia 3 va khong
c6 chit s6 nao la mot trong cac 6 3, 4, 5, 6, 7, 8, 97

9. C6 bao nhiéu anh xa khéac nhau tit tap hop c6 phan tit vao tap hop co
phan tit?

10. C6 bao nhieu mat khau do dai 3 duge viét béi cac chit cai ciia bang
chit cai Latin (26 cht cai)?




Mot sé cong thiic to hop
Chinh hgp

Bai toan: Cho truéc mot tap hop A ¢6 n phan ti va mot so6 tu nhien
k < mn. Moi day do dai k& duge xép bdi cac phan t1i ctia tap hop A, trong
d6 mdi phan tit chi duge phép c6 miat khong qua mot lan, dude goi 14 mot
day k phan tit khong lap ciia A. Hay tinh s6 cac day k phan tir khong lap
cua tap hop A.

Chinh hop chap k cia n 1a s6 cac day k phan tit khong lap cia tap
hop A ¢6 n phan ttt duge ki hieu Afb.
Vi du. Cho trude tap hop A = {a,b,c,d}. Tat ci cac day ki tu o6 hai
phan tit khong lap ctia tap hop A 1a

ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db, dc.

Tat ca c6 12 day nhu vay.




Dinh 1y 3.4. Cho trudc mot tap hop A gom n phan t& va mot so tu
n!

(n—Fk)!

Vi du. C6 bao nhiéu s6 c6 bon chit s6 ma trong bieu dién thap phan clia
n6 khong c6 hai chit s6 nao giong nhau va khong c6 mat chit s6 chan nao
ca?

Lai gidi. S6 cac s6 bon chit s6 ma trong bicu dién thap phan ciia n6 khong
c6 hai chit 86 ndo giong nhau va khong c6 mat chit s6 chin nao ca 1a s6
cac day khong lap cta tap hop A = {1,3,5,7,9}. Theo dinh li chinh hgp
khong 1ap thi ta co tat ca 5! /(5 — 4)! = 120 s6 nhu vay.

Bai tap:

nhien k < mn. S6 cic day k phan ti khong ldp cia A la AF =

1. Trong mot giai dau béng da quoc té c6 18 doi bong da tham gia. Sau
tran dau, nguoi ta trao gidi nhat, nhi va ba cho ba doi bong da xuat
sac nhat. Hoi rang c6 bao nhiéu kha ning c6 thé xay ra?

2. Cho truéc hai s6 tu nhién k n. Hay tinh s6 cac don anh tit mot tap
hop k phan tit vao mot tap hgp n phan tit.

3. Vi cac chit s6 0, 1, 2, 3, 4 va 5 ¢6 thé lap dude bao nhiéu s6 gom nam
chit s6 khac nhau?




4. V6i cac chit s6 0, 1, 2, 3, 4, 5 va 6 ¢6 the lap duge bao nhiéu s6 1a boi
clia 5 gom nam chit s6 khac nhau?

5. C6 bao nhiéu s6 tu nhién c¢6 mudi chit s6 doi mot khac nhau?

6. SO dién thoai ctia mot thanh phd gom mudi chit s6 va co thé bat dau
bang chit s6 0. Hoi rang thanh phd d6 co the c6 toi da bao nhicu so
dién thoai khac nhau, va thanh phé d6 cé thé co téi da bao nhiéu sb
dien thoai néu moi chit s6 chi duge xuat hién trong né khong qua mot
lan?

Hoan vi

Cho truée mot tap hop n phan tit. Khi xép cac phan ti ctia ching canh
nhau ta c¢6 duge mot day n phan ti ctia tap hop da cho va goi né la mot
hoan vi ctia n phan ti da cho.

Bai toan: Hay tinh s6 cac hoan vi khac nhau ctia mot tap hop n phan tit.
Vi du. Cho tap hop A = {a, b, ¢, d}. Tat ca nhiing hoan vi c6 the c6 clia




tap hop A nay la:

abcd, abdc, acbd, acdb, adbe, adcb
bacd, badc, bead, beda, bdea, bdac
cabd, cadb, cbad, cbda, cdab, cdba
dabc, dacb, dbca, dbac, dcab, dcba.

C6 tat ca 24 hoan vi.

Ky hiéu P, 1a s6 hoan vi cac phan ti ctia mot tap hop A gom n phan
t1t cho truée. Hién nhién s6 tat ca cac hoan vi cia mot tap hop n phan ti
chinh 1a s A” cac day n phan tit khong lap ctia tap hop n phan tit cho
truée. Do do ta co theo dinh 1y 3.4:

Dinh 1y 3.5. S6 cdc hodn vi khdc nhau cia mot tap hop n phan ti la
P, =nl.

Vi du. Hay tinh s6 cac so sau:

a) C6 nam chtt s6 duge viét béi dang nam chit s6 1, 2, 3, 4 va 5.

b) C6 nam chit s6 duge viét bdi dung nam chit 6 1, 2, 3, 4 va 5, trong do
ba chit s6 dau 1a ba s6 1é va hai chit s6 sau 1a hai chit s6 chan.

Loi giai. Theo dinh 1i 3.5 ta co:




a) SO cac sO ¢6 nam chit 6 duge viét bdi dung nam chit s6 1, 2, 3, 4 va 5
la 5!=120.

b) SO céc 6 1é duge viet bdi diung ba chit 86 1, 3 va 5 1a 3!1=6, s0 cic sO
chén dugc viét bdi dung hai chit 86 chdn 2 va 4 1a 2!=2. Do d6 s6 cac so
nam chit s6 duge viét béi ding nam chit s6 1, 2, 3, 4 va 5, trong do ba chit
so dau 1a ba s6 1é va hai chit s6 sau 1a hai chit s6 chan 1a 312!=6.2=12.

Bai tap:

1. Cho nam chit s6 1, 2, 3, 4 va 5. Hay tinh s6 cac so:
a) C6 nam chtt 6 doi mot khac nhau.
b) C6 nam chit 86 doi mot khéc nhau va bat dau bai chit s6 1.
¢) C6 nam chit s6 doi mot khac nhau va khong bat dau béi chit s6 1.
d) C6 nam chit s6 doi mot khac nhau va bat dau béi 24.
e) C6 nam chit 86 doi mot khac nhau va khong bat dau béi s6 241.

2. Hay tinh tong clia tat ca cac so6 c6 nam chit s6 dude viét béi ding nam
chits6 1, 2, 3, 4 va 5.




Hoan vi trén dudng tron

Néu ta xét bai toan xép n s6 trén duong tron thi hai hoan vi khac nhau
(1,2,...,m) va (2,3, ....,n, 1) chi la mot cach xép ma thoi.

Bai toan: Tinh s6 cac hoan vi khac nhau ctia mot tap hop A gom n phan
tr nam trén mot duong tron.

Vi du. Cho tap hop A = {a, b, c,d}. Tat ca cac hoan vi khac nhau ctia
cac phan ti ctia A trén duong tron 1a abed, abdce, acbd, acdb, adbe, adcb
(xem hinh 3.1). Dé dang ta co két qua sau:

Hinh 3.1: Tat ca cac cach xép 4 phan ti tréen mot duong tron.

Dinh 1y 3.6. S6 cdc hodn vi tron khdc nhau cia tap hop A cé n phan
tila Q, = (n—1).

Vi du. Nguoi ta san xuat nhitng vien da hoa hinh vuong duge chia lam 4
hinh vuong nh6 bang nhau. Trong moi hinh vuong nhé duge in mot chi




G dé trang tri. Cac chit G dugc in trong cac hinh vuong nhé theo 4 vi tri
khac nhau: dat thang, nam ngang vuong 90°, nam ngang vuong —90° va
dat 1on nguge. Cac chit G duge in sao cho trong moi mau da hoa cé du 4
vi tri khac nhau ctia cht G. Hoi rang ¢6 bao nhiéu mau da hoa khac nhau
¢6 the co?

Lot gidi. Ta dat cho moi cach in chit G mot s6 khac nhau 1, 2, 3 va 4.
M&i mau gach da hoa c6 thé c6 1a mot hoan vi trén duong tron clia tap
hop A = {1,2,3,4}. Nhu vay s6 cac mau da hoa khéc nhau dung bang s6
hoan vi trén duong tron ctia tap hop A = {1,2,3,4}, theo cong thiic clia
dinh Iy 3.6, Ia (4 — 1)1 = 6.

T6 hop

T6 hop chap k ctia m phan t 1a s6 cac tap hop con k phan t1t ctia mot tap
hop m phan tit cho truée.
Vi du. Cho tap hop A = {a, b, c,d}. Tat ca cac tap hgp hai phan t1t ctia

Al
{a; b}, {a; ¢}, {a; d}, {b; ¢}, {b; d}, {c: d}




Ki hiéu t6 hop chap k ciia n 1a C¥| ta c6 dinh Iy sau day.

Dinh ly 3.7. So tap hop con k phan ti@ cia mot tap hop A cé n phan
n!

: 15 Tk
t cho trudc laC"_k!(n—k)!'

Tinh chéat. Ban doc c¢6 thé ching minh dé dang cac tinh chat sau day
clia cac hé s6 trong khai trién liy thita ciia nhi thiic

1. Ck=Cn
2. Ck=CF |+ O,

3.0k =CF Ol O
Bai tap:

1. Trong mot khoang ctia tau hoa c6 hai hang ghé d6i mat nhau. Moi hang
ghé c¢6 bon chd ngoi. Trong s6 tam hanh khach c¢6 hai nguoi muon ngoi
nhin theo huéng tau chay, con hai nguoi mudn ngoi nhin nguoc huéng
tau chay. Tinh s6 cach xép cho cho tam ngudi khach do trén hai hang
ghé nay thoa man dugc yéu cau ciia ho?




2. V6i cac chit s6 0, 1, 3, 6 va 9 ¢6 the lap dude bao nhiéu s6 :
a) C6 bon chit s6 khac nhau?
b) C6 bon chit s6 khéc nhau va 1a 6 chan?
¢) C6 bon chit s6 khac nhau va la boi ctia 37

3. Cho truéc hai so6 nguyen duong k < n. Hay tinh s6 cac don anh thoa
man dieu kien f(1) < f(2) < ... < f(k) tu tap hop {1,2;...,k}
vao tap hop {1,2,......,n}.

4. Trén mot duong tron cho trudée n diem. Hay tinh s6 cac doan thang
nbi tat ca cac cap diem ctia n diem nay.

5. Trong mot n-giac 1oi ta ké tat cd cac duong chéo. Biét rang khong co
ba duong chéo nao trong ching dong quy. Hay tinh sé giao diem cia
cac duong chéo nay.

Chinh hgp véi tan sb lip cho truéce

Mot phan tif @; clia mot day k phan ti cho truée ajas - - - a; duce noi la
c6 tan sO lap k;, néu nhu né xuat hién trong day dung k; lan. Ky hiéu

P(kyi, ks, ..., k,) 1286 cac day co lap (ki, ko, . .., k,) (1a day do dai k; +




ko + -+ -+ Kk, cic phan t1t cia mot tap hop A c6 n phan tit cho truée, sao
cho trong moi day nay thi phan tit thi ¢ cia A xuat hién dang k; lan trong
day).
Vi du. Cho tap hop A = {a, b, ¢, d}. Tat ca cac day co lap (3,2,0,0) cta
A la:

aaabb, aabba, abbaa, bbaaa, aabab,
ababa, babaa, abaab, baaba, baaab.

Dinh 1y 3.8. Cho trudc mot tap hop A cé n phan ti. So cac day k phan
it co ldp <k17k2, ,kn) (k = k1—|‘k2‘|‘ . +kn) la P(kl,kz,. . ,kn) -
k!

ksl k)
Vi du. Tinh s6 cac s6 tif nhién c6 bay chit s6, trong dé c6 ba chit s6 1, hai
chit s6 2 va hai chit s6 3.
Lot gidi. SO cac s6 tu nhien can tim 1a P(3,2,2) = 7!/31212] = 210.
Bai tap:
1. Hay tinh s6 cdc mat khau khac nhau (c6 the vo nghia) thu duge bang
cach hoan vi cac chu cai cua tu TINHOCTUOITRE.




2. Hay tinh s6 cac mat khau khac nhau (c6 thé vo nghia) thu duge bang
cach hoan vi cac chit cai ctia ttt TINHOCTUOITRE ma trong dé khong
c6 ba chit T ding canh nhau.

3. Hoi véi cac chit s6 0, 2, 4, 6, 8 va 9 c6 thé thiét lap dude bao nhieu
mat khau c6 tam chit s6 ma trong dé chit s6 9 c6 mat ding ba lan, con
cac chit s6 khac xuat hien diang mot lan?

4. C6 12 may tinh. Dé st 1y song song mot thuat toan, ngusi ta muodn
ghép ching thanh 6 cap, moi cap c6 2 may tinh. Hoi rang c6 bao nhiéu
cach ghép tat ca?




Hai nguyén ly co ban
Nguyén ly nhan

Cong doan E dugc thyc hién qua k cong doan Eq, Es, ... E}, trong do
s0 cach thyc hien F; 1la n; (1 = 1,2...k). SO cac cach thyc hien E thong
qua viéc thyc hien Ej roi dén thye hien Fy ...va roi By (ké tiép nhau) la
ninsy... Ng.

Vi du. Tu mot thanh phé A phai di qua thanh phd B roi mdi téi thanh
phd C'. Hay tinh s6 cach c6 the di tit A t6i C biét rang di tit A t6i B c6
7 con duong khac nhau va s6 con duong di tu B t61 C' 1a 9.

Loi gidi. Trong bai toan nay ta phai thuyc hién nguyén tac nhan, va do dé
s6 cach di tur A t61 C'1a 7.9 = 63.

Nguyén ly cong

Gia st chung ta ¢6 mot cong doan £ ma mai khi thuye hién E' 14 phai thuc
hién trén mot trong k cong doan roi nhau Fy, Es, ... E}, trong dé6 s6 cach




thye hien Ej; lan; (1 = 1,2...k). SO cac cach thye hién duge mot trong cac
chon lya Fy, Es,.. B} (doc lap v6i nhau) la ny + ng + ... + ny.

Vi du. Hay tinh s6 cach c6 thée di tit Ha noi t6i TP Ho Chi Minh véi ba
phuong tién khac nhau: duong khong, duong thity va duong bo. Biét rang
c6 3 hang hang khong, 2 hang tau thuy va 15 hang giao thong duong bo co
phuong tién di lai gitta hai thanh pho noi trén.

Loi gidi. Trong bai toan nay ro rang chung ta phai thyc hién nguyén ly
cong, vi méi cach di tit Ha noi t6i TP Ha Chi Minh chi ¢6 thé 14 mot trong
ba loai phuong tién: duong thiy, duong khong hoac dudng bo ma thoi. S6
cach di tit Ha noi t6i TP Ho Chi Minh 1a 3 4 2 + 15 = 20.

Trong nhiéu bai toan chung ta thuong phai 4p dung ca hai nguyén tac
ké trén trong ciing mot lac (co thé cach ding rat khac nhau nhung sé luon
cung di t6i mot dap s6 giong nhau).

Bai tap:

1. Nguoi ta san xuat nhiing vién da hoa hinh vuong dugc chia lam 4 hinh
vuong nhé bang nhau. Trong moi hinh vuong nho duge in mot chit G
dé trang tri. Cac chit G' dudc in trong cac hinh vuong nho theo 4 vi tri
khac nhau: dat thang, nam ngang 90, nam ngang -90 va dat 1on nguoc.
Hoi rang c6 bao nhiéu mau gach da hoa khac nhau c6 thé c6 sao cho




c6 it nhat hai 6 vuong déi xing qua tam ctia vien da duge in giong heét
nhau con hai 6 con lai khac kiéu nhau va 1a kiéu ctia hai trong so6 ba
mau chit G con lai?

. Ngudi ta sdn xuat nhing vien da hoa hinh vuong dugc chia lam 4 hinh
vuong nhé bang nhau. Trong moi hinh vuong nho duge in mot chit G
dé trang tri. Cac chit G dugc in trong cac hinh vuong nhé theo 4 vi tri
khac nhau: dat thang, nam ngang 90, nam ngang -90 va dat 1on nguoc.
Hoi rang c6 bao nhiéu mau gach da hoa khac nhau c6 thé c6 sao cho
c6 1t nhat hai 6 vuong doi xiing qua tam ciia vién da dude in giong hét
nhau va khac kiéu ctia hai 6 con lai?

. Tinh s6 cac udc s6 cua so6 2310.

. C6 2 hoc sinh ntt va 10 hoc sinh nam phu trach cong tac lé tan trong
mot buoi 1é cia nha truong. Hoéi rang ¢ bao nhiéu cach lap nhém tiép
khach 8 nguoi ma trong dé phai co it nhat mot hoc sinh ni?




Khai trién lity thita ctia da thic

Nhi thitc Newton

Bing cac cong thiic to hop trén, ching ta ¢ thé trién khai mot cach hinh
thiic liy thita ctia (x + )™ (con goi la cong thitc nhi thitc Newton). Ching
ta da biét nhitng cong thic khai trién nhi thic sau

(z+y)* = 2" + 2y + v,
(z+1)* = 2° + 32%y + 3zy° + 9°.

Néu nhan ci hai vé ciia dang thiic cudi véi o + v, ta nhan duge cong thiic
sall:

(z +1y)' = 2* + 42’y + 62°y* + day® + .

Chiing ta c6 cong thitc tong quat tinh he s6 ctia (x + y)" nhu sau:




Dinh 1y 3.9. Cho mdi so tu nhién n > 1 ta cé

(x 4+ y)" ZC’“”’“’“.

Tam giac Pascal, trong d6 s6 bat dau va két thuc clia mdi dong trong
tam giac Pascal 1a s6 1, va mdi s6 khac ctia moi dong bang tong ctia hai s6
clia dong trén no, cho ta cach tinh nhanh chong hé s6 ctia nhi thiic Newton.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Trong thuec té cta 1ap trinh, cdc chuong trinh stt dung tam gidc Pascan (theo
nguyén 1y dé qui) chay nhanh hon chuong trinh diing nhi thitc Newton.




Khai trién liy thira ctia da thiic

Dinh 1y 3.10. Cho trudc m va n la cdc s6 nguyén duong. Khi dé ta co

n!
(@142t ta)" = Z ko ke |$If1$§2-..xf,§”.
k1+ko+-ky,=n IRAARERIAY 7R
tong dugc lay tren tat cd cic bo m so tu nhien (ki k, ..., ky) sao cho

3! TP

Vi du. (:1:1 + 29 + :1:3)3 = Z mm’flx’;’?x?. Tat ca cac bo
ki+ko+k3=3

ki+ky+ ks =31a (3,0, O), (2, 1, O), (2,0, 1), (1, 2, O), (1, 0, 2), (1, 1, 1),

(0,3,0), (0,2,1), (0,1,2), (0,0,3). Khi thay cic bo nay vao cong thic




khai trién tren ta thu dugc:

3!
(xl + ) + 3:3>3 — Z N $]f1$§2x§3
k1+ko+ks=3 k‘l'kQ.kB
3'300 31 5 10 3 5 o
3'0'0'1’ 1 LoTs + 2'1'0'33 1ToX5 + 2'0'1'1’ 12525+
SR SR 3 1
T s T g s T et
3'030 3'021 3 010
P 1L5T3 + '2'1':1: 1L5T3 + 0'1'2':1: 1LoT3+
03'0 0
30 03
0'0'3':1: 1505

=z + 3xiry 3wiws + x5 + 31125 + 62,2075+
+ 25 + 3xiws + 3woms + T
=z, + x5 + T + 3273y + 3xiTs + 33175 + 3T 105+
+ 32523 + 3T273 + 62,7573,
Bai tap:

1. Hay tinh he s6 cia £'® trong khai trién cta (1 — 2 4+ %)%




S A -

Goi a; 1a hé s6 clia x; trong khai trién clia da thiic (1 +x + ;U2)”. Hay
chiing minh rang:

a) Ao, — 109 + Aoz — ..... — A9p—-1Q9, — O,
b) 3 (—1)'a? = an,
i=0
C)CLO+CL2+CL4+ ..... =(3n+1),a1—|—a3+a5—|— ..... :(Sn—l),
d) ap — ap_1 + ap_g — .... + (=1)*ag = 0,( mod 3).

Tinh cac hé s6 ¢, clia ™ trong khai trién ciia da thic
Plz)=(14z)+1+2)" +-- +(1+2),

v6i cac so tu nhién n > k cho trudc.

Chiing minh ring C™C* = CkCI™F = Cm=+C* .

Chiting minh rang C* + CH + - - -+ C" = 2"

Chiing minh rang C? — C} + C? — .- 4+ (=1)"C" = 0.

Ching minh rang C = (CO)* + (C})* + - - - + (C1)*.




Cong thic to hop trong tap hop
Tinh s6 phan t& cia mot hop cac tap hop

Trong cuoc song nhieu khi xuat hién nhitng bai toan phai tinh s6 luong
phan tit ctia mot tap hop thong qua nhitng tap hop con ciia ching. Chang
han:

Vi du. Trong mot bai kiem tra toan c6 hai cau hoi. Trong ca 16p ¢6 30 em
lam duge cau thit nhat va 20 em lam duge cau thit hai. Chi ¢6 10 em lam
duge cd hai cau hoi. Hay tinh s6 hoc sinh trong 16p.

Loi gidi. Goi A la tap hop hoc sinh gidi duge cau thi nhat, va B 1a tap
hop hoc sinh gidi duge cau thi hai, thi AN B 1a tap hop hoc sinh giai dudc
cd hai cau. Bai toan dugce dat ra 1a phai tinh s6 phan ti cia AU B.

Stt dung cong thiic quen thuoe |AU B| = |A| + |B| — |AN B, bdi vi
trong tong |A| + | B| thi cac phan tit chung trong AN B (ctia cd A va B)
duge tinh lap ding hai lan.

St dung cong thiic nay, ta thay s6 hoc sinh ctia 16p trong vi du trén cla
ta la 30+20-10=40 em.




Khong khé khan, ching ta c6 thé thay cong thic sau la ding:
|AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|CNA|+|ANBNC).

Theo cong thiic cua ta, s6 hoc sinh trong 16p sé 1a 20+14+10-6-5-2+1=32.
Mot cach tong quat, ta c6 dinh 1y sau.

Dinh 1y 3.11. Cho trudc cdc tap hop A;, A,,... A,,. Khi dé ta cé

| AL UAU- - Ay =D A=Y JANA [+ +(=1)" T AINAN- - A, .

Nhiéu khi, bai toan ta gap tré nén phic tap hon khi phai tinh s6 phan
ttr clia mot phép hop véi nhiéu hon hai tap hop.
Vi du. Hoc sinh ctia mot 16p 12 phai lam bai thi gom c6 ba bai toan. Biét
rang mol em trong 16p deéu lam duge it nhat mot bai, trong 16p c6 20 em
lam duge bai toan thit nhat, 14 em giai duge bai toan thit hai, 10 em giai
dugce bai toan thit ba, 6 em giai duge ca hai bai thtt nhat va thi ba, 5 em
gial duge ca hai bai thit hai va thit ba, 2 em giai dugc ca hai bai thit nhat
va thit hai, va ¢6 moi mot em duge 10 diem vi da giai dudge ca ba bai. Hoi
rang 16p hoc ¢6 bao nhiéu em tat ca?
Loi gidi. Goi A 1a tap hop cac em hoc sinh giai dude bai toan thit nhat,




B 1a tap hop cac em hoc sinh gidi duge bai toan thi hai va C' 1a tap hop
cac em hoc sinh giai duge bai toan thit ba, ta phai tinh s6 phan tit ctia tap

hop AU BUC.

Tinh s6 cac tap hop théa man tinh chat cho truéc

Cho trude mot tap hop A gom n phan tii. Ta da biét trong cac phan truée
la s6 cac tap hop con k phan tit ctia A 1a . Trong nhiéu bai toan ching
ta phai tinh s6 tap hop con ctia A thoéa man tinh chat cho truée nao do.
Trude hét ta co dinh 1y sau day vé s6 cac tap hgp con ciia mot tap hop A
cho trudc:

Dinh ly 3.12. S0 tap hop con ciia mot tap hop A cé6 n phan ti la 2n.
So cdc tap hop con cé 1é phan tik bang s6 cdc tap hop con cé chdn phan
i cia A va la 2"

Bai tap:

1. Trong mot ki thi hoc sinh gidi Toan, Li va Hoa ¢ mot s6 em tham gia.
Biét rang c¢6 20 em tham gia thi Toan, 14 em tham gia thi Li, 10 em
thi Hoa, 6 em vira thi Toan vira thi Li, 5 em vira thi Li vita thi Hoa, 2




em thi Toan va thi Hoa va c6 mot em tham gia tat ca 3 mon Toan, Li
va Hoa. Hoi rang ¢6 bao nhiéu em tham gia ki thi hoc sinh gi6i nay?

. Tinh s6 cac mat khau tao dudgc bang cach hoan vi cac chit cai ciia tit
"TINHOCTRE" sao cho khong c6 hai chit cai nao giong nhau ding
canh nhau.

. Tinh s6 cac mat khau duge viét do dai 2k ky tu clia mot tap hop gom
k chit cai khac nhau sao cho moi chit cai ¢6 mat ding 2 lan va khong
c6 hai chit cai nao ding canh nhau giong nhau.

a) Tinh s6 cac s6 nay khi k = 3,

b) Tinh s6 cac s6 nay khi k = 4.







Chuong 5

Dai so Boole va cau
triac mach logic




Biéu thic Boole va ham Boole

Dinh nghia dai s6 Boole

Dinh nghia 5.1. Dai s6 Boole la mot tap hop B vdi ba phép todn:
phép lay phan bu (dugc ki hiéu vdi — ), phép lay tong Boole (dugc ki
hiéu +) va phép nhan Boole (dugc ki hieu “.”). Tap hop B cé hai phan
tit dac biet la 0 va 1 sao cho cdc ding thic sau duge théa man:
1.b.1=b+0=0b cho moib € B, (luat dong nhat)
2.b+b=1,bb=0,Vb€ B (luat bu)

S (x+y)+z=x+y+2)va(xy)z =x.(y.2) (luit két hop)

4. x+y=y+zvizy=y.zx (luit giao hoin)

5. x(y+z) =zy+x.zva (v.y)+2z=(x+2).(y+2) (luat phan phoi).

Thit tu vu tién: lay phan bii, tich Boole, tong Boole.
Ngoac trong cung dugc thyc hién trude.




Vi du.

1. B={0,1} vdi
1.00=01=10=04+0=0,11=140=0+1=1+1=1,
20=1T1=0

2. B 1a tap hop cac ménh dé logic véi cac phép toan pht dinh logic, V
va A ciing 1a mot dai s6 Boole véi phan tit 0 1a F va phan tit 1 1a T.

3. B="P(A) voi Alamot tap hop cho trude véi phép tinh 14y phan bu,
hop va giao cua tap hop.




Vi dy. Tinh x + Z(1 4 y).

Loi gidi. Ap dung luat tinh toan ctia cac phép toan dai s6 Boole ta co:

r+7Z(14+y)=z+ (T1+7.y) (Luat phan phoi)
=x+ (T+7T.y) (Luat dong nhat)
=(x+7T)+7Ty (Luat két hop)
=14+7y (Luat nuot)
= 1. (Luat nuot)




Cac hiang dang thic cta dai sé6 Boole

e

. p.1 = p (luat dong nhat),

p + 0 = p (luat dong nhat),
p.0 = 0 (lugt nuot),

p+1=1 (luat nuot),

p+p = p (luat lay d‘fmg),

p.p = p (luat liy dang),

P = p (luat phi dinh kép),

p+ q = q+ p (ludt giao hoan),

N A e S B

p.q = q.p (luat giao hoan),

—_
-]

(p+q)+7r=p+(g+r) (lnat két hop),
1

| —

(p.q).r = p.(q.r) (luat két hop),
12. (p+q).r = p.r + g.r (luat phan phoi ciia phép nhan véi phép cong),




i~
+
'Q

'E
lQ

+7r =

=D
=D+

(p+7).(¢ + r) (luat phan phdi ciia phép cong véi phép

q (luat De Morgan doi v6i phép cong),
q (luat De Morgan doi v6i phép nhan).




Biéu thitc Boole va ham Boole
Bién Boole: bién c6 gia tri 0 hoac 1.

Dinh nghia 5.2. Mot ham so6 Boole F véin bién x1, T, ..., T, ky hiéu
F(xy, 2, ..., x,) (goi la ham Boole bac n) la mot dnh za F - {0,1}" —

(0,1},

Bang 5.1: Ham s6 Boole dugce bicu dién qua bang

vy Flz,y)
11 1
1ol o0
0l1] 0
olol 0




Pinh nghia 5.3. Biéu thic Boole n bién 1, T, ..., Ty

1.0, 1, 21, Xs, ..., T, la cdc biéu thic Boole,

2. Néu F, G la cic biéu thic Boole thh F, F.G, F + G cing la cic
biéu thiic Boole.

Dinh nghia 5.4. Hai ham F(x1, %o, ..., x,) va G(x1, xa, ..., x,) la hai
ham Boole bang nhau néu F(xy, xs, ..., z,) = G(x1, T, ..., ;) cho moi
gid tri cia cdc bién.




Luat doi ngau

Dinh nghia 5.5. Phép nhan va phép cong la hai phép doi ngau vdi
nhaw. S6 0 va s6 1 ciung la doi ngdu vdi nhau. Biéu thic F goi la biéu
thitc doi ngdu vdi biéu thie G néu F thu duoc tit G bing cdch thay cdc
phép todn va cdc hang bdi doi ngédu ciia no.

D61 ngau ctia F' ky hieu 1a F).
Vi du.

F=z0+yly+z+1)th Fy=(x+1).(y +y.2.0).

Voi F'=x +xy, thi Fy =x.(z +vy).

Luu y:  Nguoi ta dé nham déi ngau Fj; cia F' véi phan b F cia F.




Nguyén ly déi ngau. Néu ta c6 dang thic F' = G, thi bang doi ngau
ta ciing c6 dang thic F; = Gy

Vi dy. Tit dang thiic x4 2y = x, ta thu duge dang thic méi x(x+y) = x
qua phép lay ddi ngau.




Xac dinh biéu thic Boole cia ham Boole
Phuong phap diing tiéu hang

Pinh nghia 5.6. Tiéu hang la mot tich cic bién xq, o, ..., T, hodc
phan bu ciia né (tuc bién).

F(xy,x9,...,2,) = 1 tai duy nhat (ay, as, ..., a,) 1a ticu hang

F<x17x27 73371) = Y1Y2---Yn,

Vélyz:xzkhlazz1Véyz:a7,néual:()

Vi du.
Ham Boole nhan gid tri 1 duy nhat tai (1,1) 1a zy.
Ham Boole nhan gia tri 1 duy nhat tai (0,0) la zy.




Ham khong dong nhat véi 0 1a tong cac ticu hang ing véi cac gia tri 1
ctia ham Boole.

Bang 5.2: Ham s6 F(z,y) = xy + Ty

x|y Fi(z,y)
11 1
110/ 0
ol1] 0
olo| 1




Phuong phap dung dai hang

Pinh nghia 5.7. Dai hang la mot tong cdic bién xq, Ts, ..., T, hodc
phan bu cia né (tuc bién).

F(xy, 29, ...,x,) = 0 tai duy nhat (ay, as, ..., a,) la dai hang
F(x1, 29, ..y Ty) = Y1 + Yo+ oo + Yn,

vélyz::czkhlaz:Ovéyz::l?,néual:1
Vi dy. F(x1,25) = 0 chi tai (1,0) 1a biéu thic F(xy, x9) = &1 + Xo.




Ham khong dong nhat véi 1 1a tich cac dai hang ting vé6i cac gia tri 0
ctia ham Boole.

Bang 5.3: Ham s6 F(z,y) = (T + y).(z + )

x|y Fi(z,y)
11 1
110/ 0
ol1] 0
olo| 1




Tinh day da ctia cac phép toan Boole

Ham Boole bat ky bao gio ciing bicu dién dude thanh biéu thic Boole.
Do:
T+y =727
Ty =T+7.
Nén c6 thé bé bt phép + hodc phép . thi ham Boole tuy ¥ van biéu
dién thanh bicu thic véi 2 phép toan con lai.
Luu y. Khong thé loai bo phép lay phan b




NAND la | va duge dinh nghia nhu sau:
11=0,1J0=0[1 =00 = 1.
NOR la | 1 va duge dinh nghia :
111=14,0=001=0000=1
{|} va {}} déu day du.

Bai tap: Hay ching t6 NAND va NOR la day du.
Goig: T=zlw, x+y=(z[2)|(yly). z.y = (z[y)|(z]y)
T=zlrvzy=(@lz)lyly, v+y=(@lyl(rly)




So do mach
Cac cong logic cd ban

Cac mach khong c6 kha nang nhé 1a cac mach to hop.
Cac cong co ban:
x D z
Hinh 5.1: Cong NOT = cong dao.

ty Ly
vl J*

Hinh 5.2: Cong OR bén trai va cong AND bén phai.




T6 hdp cac cong va thiét ké mach

ol :
:BM

LY

e

NI

Hinh 5.3: Mach bieu dién xy + Ty.




Vi du. Mot may dap 16 kim loai can phai dudce ché tao hai nat bam lién
dé co thé bao dam an toan cho ngusi st dung may. Nguoi stt dung sau khi
dat miéng kim loai vao méay phai bam ca hai nat hai tay, dé tranh khong
tho tay vao may dap. Hay thiét ké mach theo yéu cau do.




Loi giai. Hai nat bam dién duge ta cho tng v6i bién x va y. Khi mot cong
tac duge dong mach, thi bién tuong tng c6 gia tri chan 1y bang 1. Trang
thai may dap sé 1a mot ham menh dé hai bién F'(x, y) chi c6 gia tri 1 tai
(x,y) = (1,1) (1a khi ca hai cong tac duge dong mach). Nhu vay, ta co
bang gia tri 5.4.

Bang 5.4: Ham Boole biéu dién may dap kim loai.

vy | Fx,y)
111 1
10| 0
ol1] o0
olol o0

Bai tap
Thiét ké so do mach cho cong tac bong dén cau thang.




Chuong 6

Thuat toan

C6 nhiéu bai toan tong quat xuat hién trong toan hoc roi rac. Chang han
tim s6 16n nhat trong mot day sd nguyén cho trudc, liet ke hét tat ca cac
tap hop con ctia mot tap hop cho trude, xép lai mot day so6 nguyén theo
thi ty ting dan ho#ic giam dan...

Mot day cac bude thuc hién dé t6i dugc nghiém bai toan duge goi la
thuat toan.

Mot van dé quan trong ctia thuat toan la ta phai danh gia va so sanh
duge cac thuat toan véi nhau.




Khai niém thuat toan
Dinh nghia thuat toan

Abu Jafar Mohammed ibn Musa al Khowarizmi (khodng nam 825):
algorithm.

Vi du: Thuat toan Euclid:

Input: m, n nguyén duong.

Output: g (udc chung lén nhat cia m va n).

Phwong phap:

Buéc 1: Tim r, phan du cia m cho n.

Bué6c 2: Néur =0, thi g :==n (gdn gid tri ctian cho g), va ding lai.
Trong truong hop nguge lai (r # 0), thi m == n; n = r va quay lgi
budc 1.

Dinh nghia 6.1. Thuat todn la mot day htu han cic budc, moi budc
mo td chinh xdc cdc phép todan, hodc hanh dong can thuc hién ... két
thiic sau hitu han budc thuc hién cho ta loi giai cua bai todn.




Cac yéu cau vé thudat toan

Dinh nghia trén vé thudt todn tat nhién con chiia nhiéu diéu chua 1o
rang. DE hiéu day di  nghia cia khdi niém thudt todn, ching ta dua
ra 5 dac trung sau day cua thudat toan.

1. Tinh diéng dan. Moi két qud cia su thuc hién thuat todn déu
phdi la két qud ding.

2. Tinh xac dinh. O maoi bude, cac budc thao tdic phdi hét sic ro
rang, khong gay nén su nhdp nhdang va budc tiép theo phdi 16 rang.

3. Tinh kha thi. Tat cd cdc phép todan cé mdat trong thudt todn phdi
du don gian va thuc hién dugc.

4. Tinh da nang. Thuadt todn phdi thuc hién duge cho tat cd cdc
tap hop di lieu cé thé cia dau vao.

5. Tinh dung. Vdi moi bo di liéu vao thod man cdc dieu kién cia
dit lieu vao (tic la duge lay ra ti cdc tap cla di liéu vao), thudt
todn phdi dung lai sau mot s6 hitu han budc thuc hién.

Bai tap:




1. Mo ta thudt todn tim phan t¢ lon nhat cia mot day hdu han so
thuec.

2. Mo td thudt todn zép lai mot day theo thi tu tang dan.

3. Mo ta thuat todn tim mot day cdac so lien tiép nhau cé tong duong
trong mot déay so thuc cho trude.




Cac van dé lién quan tor thuat toan
Thiét ké thudt todn

Mot s6 ki thuat thiét ké thuat todn chung nhu:
- Chia dé tri (divide-and-conque),

- phuong phdp tham an (greedy method),

- qui hoach dong (dynamic programming)...

Tinh ding dan cia thudt todn

Ta can phdi ching minh rang, thudt toan khi dudc thuc hién sé cho ta
két qud ding vdi moi dit liéu vao hop lé.

Vi du. thuat toan Euclid:

Budc 1, ta c6 m = qn +r ,trong dé q la s6 nguyén nao dé. Néur =0
thi n la wdc ciia m va hién nhién n (do dé g) la wéc chung lén nhat
cua m va n.




Néur # 0 thi mot wde chung bat ky ciia m van cing la wde chung clia
noar (vir=m—qn).

Nguoge lai mot wdc chung bat ky cia n va v cing la wde chung cia
movan (vim=qn+r).

Phan tich thuadt toan

Chiing ta can chon thudt todn nao trong so cdc thuat todn dé dé dp
dung.

Danh gia hiéu qua cua thudt toan.
hai tiéu chuan ddanh gid thudt todn:
1. Thuat toan don gidn, dé hiéu, dé cai dat (dé viét chuong trinh)

2. Thuat todn st dung tiét kiém nhat cdc nguon tai nguyén cta mdy
tinh, va ddac biét chay nhanh nhat cé thé duge.

Ta sé cai dat thudt todn co thé sé rat phic tap, mién la chuong trinh
nhan duoc chay nhanh hon so vdi cac chuong trinh khac.




Tiéu chuan (2) dugc xem la tinh hiéu qud cia thudt todn. Tinh hiéu
qud cta thudt todn bao gom hai nhan to co bdn:
+ Dung lhiong khong gian nhd can thiét dé luu it cdc gitt liéu vao, cdc
két qud tinh todn trung gian va cdac két qud cia thudt todn...
+ Thaoi gian can thiét dé thuc hién thuat todan (ta goi la thoi gian chay).

Bai tap:
1. Xdc dinh s6 phép tinh so sdnh nhiéu nhat cé thé trong thuat todn
ctia ban tim phan ti l6n nhat cia mot day n so thuc cho trude.

2. Xdc dinh so6 phép tinh so sinh nhiéu nhdt cé thé trong thudt todn
ctia ban dé xép lai mot day cé n so thuc theo thit tu tang dan.

3. Xac dinh s6 budc thuc hién nhiéu nhat cé thé trong thudt toan cua
ban nham zdc dinh duge nhiéu nhat c¢é thé cdc so lien tiép nhau co
tong duong trong mot day n so hang cho trudc.




Cac phuong phdp biéu dién thudt todn

Ngon ng@ thudt todn la ngon ng@ dung dé miéu td thudt todn. Thong
thuong ngon ngt thuat todn bao gom ba loai:
+ Mo ta tung budc,
+ So do khoi;
+ Ngon ngt@ lap trinh.

Mé ta tung buodc

Thuat toan: Tén thuat toan va chic nang.

Input: D lieu vao vdi tén kiéu.

Output: Cdc di lieu ra vdi tén kiéu.

Bién phu (néu cé) gom tén kiéu.

Hanh dong la cdc thao tdc vdi cdc lénh cé nhan la cdc so tu nhién.

Vi du. DE gidi phuong trinh bac hai ax® + bx +c =0, ta cé thé mo td
thudt todn bang ngon ng@ mo td thudat todn nhu sau:




Buéc 1: Nhap cic hé sb a, b, c.

Budc 2: Kiém tra zem cic hé so a co khdc 0 hay khong? Néu a = 0
quay lai thuc hién budc 1.

Buéc 3: Tinh bicu thic A = b* — 4ac.

Budc 4: Néu A < 0 thong bao phuong trinh vo nghiém va chuyén sang

budc 7. )
Budc 5: Néu A = 0, tinh £, = 19 = — va chuyén sang budc 7.
a
—b— VA —b+ VA ,
Buéc 6: Tinh 11 = —————, 19 = ——— va chuyén sang budc
y 2a 2a

Buéc 7: Két thic thudt todn.




thao tac

Hinh 6.1: Cac khoi co ban.

Phuong phdp so do khoi

Phuong phdp dung so do khoi mo td thudt todn la dung mo td theo so
do trén mat phang cdc budc cia thudt toin. So do khoi ¢é wu diém la
rat truc gidc dé bao qudt. Dé mo ta thuat toan bang so do khoi ta can
dua vao cac niut sau day:

Nt khéi dau, két thac: Thuong duoe biéu dién bang hinh tron thé
hién su bat dau hay két thic qud trinh.

N1t thao tac: Biéu dién bang hinh chi nhat,

Nt diéu khién: Duogc biéu dién bing hinh tho.

Cung : Doan noi tu nut nay dén nit khdc va cé mis tén chi hudng.




%“ 1'1,2 = % 0 nghié

END

Hinh 6.2: So do khoi ctia thuat toan giai phuong trinh bac hai.

Vi du. Trong hinh 6.2 ching ta cé so do khoi mo td thudt todn trén.
Bai tap:




Mo ta cdc thudt todn ciia ban bing so do khoi:

1. Thudt todn tim phan ti¢ lon nhat ciia mot day hiu han so thuc.
2. Thuat todn tim phan t bé nhat cia mot tap con ciua tap hop.
3. Thuat todn xép lai mot dday theo thit tu tang dan.

4. Thudt todn tim mot ddy cdc s6 lién tiép nhau (dai nhat cé thé) co
tong dwong trong mot day so thuc cho trudc.




Ngon ngw tua Pascal
Bdng ch@ cdi va ky tu chi yéu
Ky tu va biéu thic:
Cac ky tu la tinh: A, a, ..., Z, z. Chit so: 0... 9.
Cdc phép todn s6 hoc: +, — , *, /. Cdc phép toan quan hé:
<, >, =. Gid tri logic: T (true), F' (false)
Phép toan logic: and, or, not
Hang la cde gid tri cu thé nao do
Ten bién: La mot day ki tw ma ki tu dau phdi la ch@ cdi.
C6 hai logi bién chinh:
Loai integer (bién nguyén ). Vi du: Var bien : integer;
Loai Real (bién thuc). Vi du: Var bien : real;
Ngoai ra con bién chi so. Vi du: Ali], ¢ day i la cdc bién
nguyen.

Biéu thitc la két hop cdc hing, bién va cdc phép todn.




Mot sb cau lénh chinh

a) Dau chuong trinh.
program (tén chuong trinh). Tén chuong trinh cé cau tric giong
ten bién.
Vi du. Program giaipt,

b) Cac thu tuc va ham.
Cau lénh Procedure (function). Mo ta thuat todn trong ngon ngu
twa Pascal, dugc bat dau bang cau lénh procedure (function), trong
do ta dat tén cho thudt todn va mo td danh sdch bién cia thudt
toan. C’hd?ng han, cau lénh
Function max(a, b, ¢);
cho biét tén cia thudt todn la max va cdc bién la a, b, ¢
Procedure move(n,A,B,C);
Cho biét tén thudt todn duge mo td la move vdi cdc biénlan, A, B, C;
Cdc budc ciia thuat todn duge mo ta trong than thi tuc (ham) dugc
bat dau bdi Begin va két thic bdi end.




Vi du.

Function max(a, b, ¢);
Begin
........ (than ham)

......... (than thi tuc)

c) Cau lénh gan.
Cau lénh gan dudc dung dé gan gid tri cho cdc bién Vé trdi cia ciu
lenh gdn la tén cta bién, con vé phdi la biéu thic cia cdc hdng,
bién da gan gid tri hodc cdc ham da duoc dinh nghia. Ky hiéu =
dugc st dung dé biéu dién phép gdn.




Vi du. Variable := exp;
Max = a;
X = s0 ldn nhat trong cdc s6 a, b, c. ..

d) Cau lénh khbi.
Cac cau lénh c6 thé nhém lai thanh mot khoi. Dé mo td khoi lénh
ta su dung Begin va end

Vi du.
Begin
Cau lénh 1;
Cau lénh 2;
Cau léenh n;
End ;
Cédc cau lénh trong khoi duoc thuc hién tuan tu. Dudi dday thudt

ngt cau lénh dugc dung dé chi chung mot cau lénh cing nhu mot
khoi cau lénh.




Chu giai. Dé dién gidi thém noi dung ctia cdic doan lénh cé thé
dung cau dién gidi.Cac dong dién gidi dugc dat trong dau {...}
hodc (% ... %)

Vi du. (*a la phan ti 16n nhat trong danh sach L*)

(* k la so phan ti cia danh sdach L)

e) Cau lénh diéu kién.
Cau lénh don gian la
If dieu kién then cau lénh;
Khi thuc hién cau lénh, diéu kién sé dudc kiém tra, néu né duoc
thod man thi cau lénh sé duoc thuc hién. Nhiéu khi ta can thuc hién
mot thao tdac nao dé khi diéeu kién dugc thuc hién con néu nguoc
lai ta phar thuc hién mot thao tac khac. Khi do ta co thé thuc hién
cau lénh phic tap hon sau day:
If dieu kién then cau lénh 1
else cau léenh 2;

f) Cac cau lénh lap.
Cac cau lénh sau day sé dugc su dung




For bién:=gia tri dau to gid tri cuoi do cau lénh;

Tai dau vong ldp, bién sé duoe gdn cho gid tri dau, néu gid tri dau
nhé hon hon hodc bang gid tri cudi va cau lénh dude thuc hién vdi
gid tri nay cta bién. Tiép dén gid tri cia bién sé tang lén 1va cdu
lenh sé dugc thic hién vdi gid tri mdi cia bién. Qud trinh sé duogc
tiép tuc cho dén khi bién bang gia tri cudi. Sau khi thuc hién cau
lenh vdi bién bang gid tri cudi sé chuyén sang thiuc hién cau lénh
tiép theo. Néu gid tri dau lon hon gid tri cudi thi khong cé cau lénh
nao duoc thuc hién.

Cau léenh lap thit hai duge s dung la cau lénh “while”
While diéu kién do cdau lénh;

Khi cau lenh nay duoc st dung, diéu kien sé duoc kiém tra, néu no
la ding thi cau léenh duoc thuce hién. Dieu do sé tiép tuc cho dén khi
diéu kién sai. Cau lénh tiép theo duoc st dung la cau lénh “repeat”.

Repeat ciu lénh

......................

until dieu kién;




Khi cau lénh nay duoc s dung thi cdu lénh trong vong lap duoc
thuc hién, diéu dé cé thé sé dan dén su thay doi gid try cua cac
bién trong dieu kién. Néu dieu kién van la ding, thi cau lénh lai
duogc thuc hién. Diéu doé sé tiép dién cho dén khi diéu kién la ding.
Vi du. DE gidi phuong trinh bac hai az® + bx + ¢ = 0 ta mo td
thudt todn bang mot chuong trinh viét trén Pascal nhu sau :
Program giaiPT;
Var a, b, ¢, denta, x1, x2 : real:
Begin
Clrscr;
Write (Nhdp hé so:);
Repeat

Write(a:=); readln (a);

Write (b:=); readln (b);

Write (c¢:=); readln (c¢);
Until a<>0;

Denta:=sqr(b)-4*a*c;




If denta<0 then
begin
Write( phuong trinh vo nghiém);
Halt ;
end
Else
begin
If denta=0 then
begin
Write (phuong trinh cé nghiém kép x=,(b/(2%a)));
exit ;
end
else
begin
X1:=(-b-sqrt(denta))/(2%a);
X2:=(-b+sqrt(denta))/(2%a);




Write (phuong trinh cé hai nghiém phan biét:);
Write (z1 =, x1 , 22 = ,x2);
exit ;
end ;
end;
readln;
End.

Bai tap:
1. Viét thudt todn cta ban bang ngon ngi tua Pascal mo td thudt todn
tim phan ti lon nhat cia mot day hitu han so thuc.
2. Viét thuat todn cia ban bang ngon ngt twa Pascal tim phan ti@ bé
nhat ctia mot tap hop con cia tap hop.
3. Viét thudt todn cia ban bang ngon ng@ tua Pascal zép lai mot day
theo thi tu tang dan.

4. Viét thuat todn cia ban bang ngon ngt tua Pascal tim mot day cdc
so lién tiép nhau cé tong duong trong mot day sé thuc cho trudc.




Mot var thudat toan dac biét
Thuat toan dé qui

Co sé zay dung thudt todn dé qui la ta dung phuong phdp dé qui dé
dinh nghia déi tuong va chuyén doi dinh nghia dé qui sang thuat todn
dé qua.
Vi du. Viét thudt todn dé qui tinh gid tri a, vdi a la so thuc va n la so
tu nhién.
Loi gidi. Trudc hét ta zay dung a, bang dinh nghia dé qui.
Budc co sd: Vdi gid tri nhé nhat cian la 0, ta dinh nghia ag = 1.
Budc deé qui: Ta dinh nghia gid tri a,., thong qua dang thic a,., =
Q.
Thudt todn duge viét cu thé nhu sau:
Procedure luythua (a: so thic; n : so tu nhién);

if n = 0 then luythua(a,n) =1

else luythua(a,n) := luythua(a,n — 1).a




Cling tuong tu nhu tinh liy thwa mot so tu nhién, ta cé thé tinh n! bing
phuong phap dé qus.

Vi du. Viét thuat todn dé qui tinh gid tri n! vdéi n la so tu nhién.

Loi gidi. Ham f(n) = n! dugc dinh nghia dé qui nhu sau. N6 la ham
so théa man:

1FO) =1,

2 Fln+1) = (n+1).f(n).

Thuat todn dudc viét nhu sau:

Procedure giaithua(n € N)
if n = 0 then giaithuagt(n) == 1
else giaithuagt(n) := n x giaithuagt(n™1)

Vi du. Viét thudt todn dé qui tinh gid tri s6 hang thié n cia day so
Fibonacci vdi n la so tu nhién.

Loi gidi. Trudc hét ta nhd la day Fibonacci dude dinh nghia dé qui la
day so (f,) théa man fo = fi=1va fo1 = fu+ fno1 chon > 2.




Procedure Fib(n € N)
if n =0 then Fib(n) := 0
else if n = 1 then Fib(n) =1
else F'ib(n) := Fib(n"1) + Fib(n"2)

Thudt todn sinh cdc hodn vi va to hop

Phan sau day gidi quyét van dé lap trinh sinh ra cdc hodn vi va cdc to
hop. Nhiéu bai todn can gidi phdi cé dudc ki nang nay.

Vi du. Néu phdi tim cho mot doanh nhan mot hanh trinh ban hang qua
mot so cdc thanh pho cho trudc va tré vé thanh pho ban dav sao cho
phi ton di lai la nhé nhat (luw  hanh trinh di va hanh trinh ngugc lai
gitta hai thanh pho cé thé cé phi ton khdc nhaw) thi ta c6 thé phdi xem
zét tat cd cde hodn vi cé thé cia cac thanh pho. Con vdi bai todn khdc
ta lai phdi biét cach lap ra cdc to hop. Ching han ti 10 so cho trudc
can chon ra 6 s6 cé tong bang 20 chang han. Khi dé, kho cé thuat todn
tot dé chon dugc 6 s6 nhu vay ngodi cach zét tat cd cdc to hop 6 s6 cia
10 s6 da cho.




Cho trudc tap hop m phan ti, chang han tap hop A = {1,2,...,n}.
C6 nhiéu thuat toin sinh ra n! hodn vi cia A.

Sau day ching ta lam quen vdi thudt todn sinh tat cd cdc hodn vi
bang phuong phdp thi tu tu dién. Vi phuong phdp nay, cdc hodn vi
duoc so sanh vdi nhau theo phuong phdp sdp zép thi tu cdc chit cdi cia
tw dién. Ta noi hodn vi (T1, Ty, ..., T,) ditng trude hodn vi (Y1, Ya, ..., Yn)
néu nhu ton tai k < n sao cho T1 = Y1, ..., Ty = Yy Thr1 < Yphr1-

Vi du. Véin = 6 hodn vi (6,5,2,1,3,4) ditng trudc hodn vi (6,5,3,1,4,2)
vi ching trang nhau ¢ hai vi tri dau tién, nhung vi tri thit ba ctia hodn
vi dau tién cé gid tri nhé hon vi tri thit ba cia hodn vi thit hai. Ngodi
ra c6 thé thay la khong cé hodn vi nao cé thé dudc xép gita hai hodn vi
nay, cho nén trong day dude sdp cdc hodn vi, ching la hai hodn vi lién
tiép nhau. Phuong phdp dung trong thudt todn nay la zudt phdat t hodn
vi dau tién la hodn vi (1,2, ..,n) ta zay dung hodn vi tiép ngay theo né

. va ctt thé cho tdi hodn vi cudi cung la hodn vi (n,n —1,...,2,1).
Sau day la thudt todn sinh cdc hodan vi bang cach zay dung cdac hodn vi
ké tiép nhau.




Procedure next; {hodn vi (al,a2,...,an)(n,n —1,...,2,1)}
var 7, k, v, s, z :byte;
Begin
Ji=mn-1;
while afj/ > afj+1] do j:=j-1; so lon nhat afjj<alj+1]
A
while (afj/>a[k]) do k:=k-1; so nho nhat sao cho ak]
begin
z:=afjf;
afjl:=afk];
afk]:=z;

end,




s:=j+1;

while (r>s) do

begin
z:=afr];
afr]:=a[s];
afs]:=z;
ri=r-1;
§:=8+1;

end;

end;
Bai todn tuong tu vdi bai todn sinh tat cd cdac hodn vi la bai todan sinh

ra tat cd cdc to hop cia mot tap hop A = {1,2,...,n}. Vi méi to hop

chdp r ctian la mot tap hop con v phan ti ciua tap hop n phan té. Nhu
vay tuong wng vdi viéc tao ra tat cd cdc to hop thi ta thiét ké tat cd cdc




tap hop con v phan té cia A. Luu y rang ta biét c6 phuong phdp biéu
dién mot tap hop con thong qua mot zau bit do dai n, trong dé bit thi
i la 1 néu phan té 1 thuoc tap con va la 0 néu nguoc lai.

V2 méi zau bit do dai n tuong wng vdi mot so tu nhién khong vugt
qud 2" — 1, cho nén ta cé thé dung thit tu sé tu nhién dé sdp xép xau
bit tuong Wng vdi no.

Vi du. Xau bit 0001100111 tuong ing vdi so trong hé dém co so 2. Xau
bit tiép theo la s6 tiép theo, c6 gid tri tuong ing vdi zau 0001101000.

Dé thay qui ludt tao zau ké tiép khd don gidn. Ta chi viéc bat dau tu
phdi qua trdi thay cdc bit 1 bdi cac bit 0 cho tdi khi gap bit 0 dau tién
thi thay bit nay bdi 1 va két thic. Thi tuc tao zdu bit tiép theo xau bit
cho trude duoc thé hién trong thuat todn sau.

Procedure zauketiep; (cho trude xau b, 1b, 5...b1bg # 111...1)
1:=0
while b, = 1;

begin




end,

Phuwong phdp zday dung to hop chap k cia n cing theo mot nguyén tdc
tuong tw. Moi to hop chap k cia n cé thé biéu dién bing mot xau tang
va chung duoc liét ké theo thi tu tu dién. Thuat todn sau day cho to hop
lién sau to hop a1as...a; bang cdch sau. Trudc hét tim phan té dau tién
a, trong day do cho ké i phdi qua trdi sao cho a; # n—k-+1i. Tiép do
thay a; bang a; +1 va a; bang a; +j—i+1vdij=i+1,14+2,.... k.
Dé chitng minh thuat todn nay cho to hop lien sau to hop aias...qy.
Vi du. Tim to hop chap 4 ciia 6 lien sau to hop {1,2,5,6}.

Loi gidi. Véin =6,k =4, ta c6 n — k + 1 # a; théa man cho i = 2.
Nhu vay ta thay as bdi as +1 = 3, va vdi 3 > 2 ta thay a + j bdi
247 —2+1=j+1. Va ta thu dugc to hop mdi la {1,3,4,5} la to
hop lién sau to hgp dé cho {1,2,5,6}.




Thudt todn nay duoc viét thanh chuong trinh nhu sau:

Procedure tohopketiep; cho trudc to hop {ay,as,...,ar} # {n —
k,...n}

while a; #n—k+idoi:=1—1;

a;, = a; +1;

for j:=1+ 1tok

a; = a;+7J—1;

1. Viét chuong trinh sinh tat cd cdc hodan vi cia mot tap hop n phan
.

2. Viét chuong trinh sinh tat cd cdc to hop chap k cia n.




Chuong 7
Ly thuyét do thi




Khar niém do tha
Dinh nghia do thi

Cudn sdach gido khoa dau tién: Konig, 1933, Leipzig Dic
Cudn sdach gido khoa thi hai: Berge, 1959, Paris.




Vi du. Mot ban do giao thong la mot do thi (hinh 7.1).
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Hinh 7.1: Ban do ¢6 thé mo hinh thanh mot do thi.




Vi du. Biéu dién cong thic héa hoc (hinh 7.2) dudi dang do ths.

H H
Hinh 7.2: Bicu dién cong thic hoa hoc.




Dinh nghia 7.1. Mot do thi G = (V, E) dugc hiéu la mot b hai tdp
hop hiu han: Tap hop dinh va tap hop canh noi cdc dinh nay vdi nhau.

Phén loai do thi

Do thi duge phan logi theo tinh chat canh cta ching.

Mot do thi duogc goi la do thi vo hudng néu tat cd cdc canh cia ching
déu la canh vo hudng. Dinh a va b thi (a,b) la canh.

Do thi duoc goi la do thi cé hudng néu tat cd cdc canh ctia né la déu
la canh c¢6 hudng. Dinh a va b thi |a,b] la canh. Dinh a la dinh zuat
phat, b la dinh két thic.

Do thi hon hop la do thi cé cd canh c¢6 hudng va canh khong cé hudng.

Do thi don khong cé khuyén va khong cé canh kép.

Do thi diém la do thi cé diung mot dinh va khong cé canh nao.

Do thi rong dung dé goi mot do thi khong cé dinh va canh ndao cd.

Biéu dién trén madat phang cua do thi va dang cau

Hinh 7.12: hai biéu dién cia do thi Petersen.




Hinh 7.3: Hai biéu dién phang ctia do thi Petersen.

Bai todn nhan biét hai biéu dién phang khdc nhau thuc chat la hai
biéu dién phang khdc nhau cia cing mot do thi la bai toan kho. Néu
qud la hai biéu dién phang khdc nhau thuc chat la biéu dién phang cia
cung mot do thi, thi ching ta phdi cho cdc dinh cta ching tuong ing
dugc vdi nhau (tic la thiét lap song dnh gitdia hai tap dinh cia hai biéu
dién phang nay) sao cho su ké nhau ciia hai dinh twong 1ing trong hai
bieu dién phang la hoan toan nhu nhau. Chinh zdc vé mat todn hoc
nguoi ta dinh nghia nhu sau:

Dinh nghia 7.2. Hai do th G, = (V1, Ey) va Gy = (Va, Es) dugce coi

la dang cdu vdi nhau (dugc coi chi la mot do thi) néu nhu ton tai mot




song anh f : Vi — V4 sao cho hai dinh a va b ké nhau trong do thi G,
(tic la (a,b) € Fy) khi va chi khi f(a) va f(b) ké nhau trong do thi
Gy (tic la khi (f(a), f(b)) € Es).

Hinh 7.4: Song anh xac dinh su dang cau ctia hai do thi.

Chang han trong hinh 7.12 & trén, nguoi ta cé thé ddnh sé cac dinh
ctia hai do thi nhu trong hinh 7.4 dé thay ching dang ciu vdi nhau.

Dung ma tran dé biéu dién do tha

D€ dua thong tin vao mdy tinh, nguoi ta dung ma tran dé biéu dién cdc
thong tin cta do thi. Bing cdch nay cé thé bio ddm zay dung lai dudc




do thi (dang cdu vdi do thi ban dau) bing ma tran da cho. C6 hai cdch
ding ma tran biéu dién do thj. Cho truée mot do thi G = (V, E).

Ta zay dung mot ma tran (a;;) c6 kich thude n X n trong dé n la so
dinh cia do thi va ai;j la s0 canh noi dinh i vdi dinh j. Ma tran nay
dugc goi la ma tran lien ké cia do thi cho trudc. Ma tran lien ké cia
do thi v6 hudng luon doi zing. Trong truong hop do thi la do thi don
thi ma tran lien ké la ma tran 0-1. Chc“zng han do thi Petersen cé ma
tran lien ke A la

(01 11000000)
1000100100
1000001010
1000010001
a_|0otooo010010
0001101000
0010010100
0100001001
0010100001
\0001000110)




Con mot cich dung ma tran biéu dién do thi cho trudc la dung ma
tran lien thuoc (a;;) ¢d kich thude n x m vdin la so dinh va m la so
canh cta do thi.

Trudc hét ta danh s6 cac dinh cia do thi tw 1 téi 9 2 3
n, con cac canh duge ddanh so tw 1 tdi m. Ta gdn cho 3
a;; gid tri bing 0 néu canh thit j khong chia dinh i 1
hodc 1 néu nguoc lai. Nhu vay do thi trong hinh 7.5 1 4
sé ¢6 ma tran lién thuoc B la: inh 7.5 Ma

100 tran lién thuoc.
110

B = 011
001

Bai tap:

1. C6 mot tran dau béng ban cé 20 dau thi tham gia. Hai dau thi
bat ki phdi dau vdi nhau ding mot hiép. Diém dugc cho moi hiép
la thing dugc 1 diém, thua 0 diém (khong cé hoa). Héi cé khi nao
tran dau két thic vdi két qud la tat cd cdc dau thi déu bing diém
nhau hay khong?




2. Hay biéu dién bing do thi quan hé c¢d udc chung ldn nhdt la 2 cia
cac cip hai so trong tap hop {1,2,3,4,5,6,7}.

3. Hay biéu dién bang do thi quan hé nguyén té cing nhau cia cdc
cap 2 s6 tu nhién trong tap hop {1,2,3,4,5,6,7}.




Cac yéu to co ban cua do thi
Do thi con, do thi thanh phan
Cho trude mot do thi G vdi tap dinh X va tap canh E.

Dinh nghia 7.3. Mot do thi G’ vdi tap dinh X' va tap canh E' duoc
goi la do thi con cia do thi G néu nhu X' la tap hop con cia X va E’
la tap hop con ciua E. Trong truong hop X' la tap hop con cia X va
E' la tap hop tat cdac canh cia G noi hai dinh cia X', thi G' duoc goi
la do thi thanh phan cia G va con duge goi la do thi sinh bdi tap dinh
X'.

Vi du. Do thi trong hinh 7.6 ¢6 cdc canh duoc to dam la do thi con cia
do thi duoc biéu dién trong hinh. Néu thém vao né hai canh a va b thi
ta duoc mot do thi thanh phan cia do thi da cho. Duong nhién do thi
rong la do thi thanh phan ctia moi do thi cho trude.




Hinh 7.6: D6 thi con khong phai do thi thanh phan ctia do thi day du K.




Bac cua dinh

Ta goi bac cia mot dinh la s6 canh zudt phdt ti dinh dé (cdc khuyén
dugc tinh gap doi). Duong nhién bic cia mot dinh la mot s6 nguyén
khong am. Mot dinh dugc goi la dinh co lap néu né khong cé canh nao
cd, tic la khi dinh dé cé bac la 0. Dinh cé bac bang 1 duoc goi la dinh
treo. Bac ctia dinh v trong do thi G dugc ky hiéu la dg(v) hodc d(v).
Vi du. Do thi trong hinh 7.7 c6 A la dinh co lap, C la dinh treo. Dinh
B ¢6 bac la 8 va dinh D va dinh E c6 bac bang 4.

B D

C E

Hinh 7.7: Bac cua dinh do thi.

Dinh ly sau tuy don gidn, nhung duoc st dung khd nhiéu trong ly
thuyét do thi.




Pinh 1y 7.1. Trong mot do thi vo hudng G tuy y tong bac cia tat cd
cac dinh gap doi so canh cta do thi.

Chatng minh. That vay, trong tong bac tat ca cac dinh ctia mot do thi thi
moi canh duge tinh ding hai lan bdi hai dinh ctia né. Do dé tong nay la
gap doi so canh ctia do thi. O

Hé qua 7.2. So6 dinh bac 1€ cia mot do thi vo hudng luon la so chdn.

Hé qua 7.3. Do thi lé dinh luon cé mot dinh vdi bac la so chan.

Dinh ly da ching minh trén la co sé quan trong dé gidi nhiéu bai
toan ching minh ton tai nhing dinh cé tinh chat dac biét trong mot do
thi cho trudc. Chdng han, vdi nhing bai todn nhu sau ta cé thé dp dung
dinh ly da duoc chiing minh mot cach hién nhién va truc tiép:

Vi du. Trong mot mang mdy tinh cé mot s6 duong két noi moi mdy
tinh voi mot so6 mdy tinh khdc trong mang. Mot mdy tinh duoc goi la
may tinh € néu né c6 mot s6 1é duong két noi téi noé. Ching minh rang
sO cdac may tinh 1é la mot so chéan.




DPuong di

Dinh nghia 7.4. Cho trudc mot do thi G vdi tap dinh V' va tap canh
E. Mot day canh dang e; = (A;, Ajy1) vdii = 1,2, ....m dugc goi la
mot duong di néu cic dinh A, Ay, ..., A,, doi mot khdc nhau. Ddc
biet mot duong di qua tat cd cdc dinh cia do thi dudc goi la duong
Hamalton. Mot duong di thuong duoc ki hiéu la

H = <A17 €1, AQ, €2, ..., €y, Am—l—l)-

A

G

Hinh 7.8: Duong di trong do thi.

Trong truong hop G la mot do thi don thi ta co thé biéu dién mot
duong di bdi cac dinh ciia ching, chang han duong di H = (Ay, €1, As, e, ..
ctia ta & trén dugc ki hiéu don gidn la: H = (Ay, Ag, ooy A1)

So cdac canh cia duong di duge goi la do dai cia duong di da cho.




Vi du. Trong hinh 7.8 ¢6 mot con duong di do dai 5 (duge to dam) di
tu dinh A téi dinh G.

e Thuat toan tim dudng di ngin nhét
T/héng\ thuong cac ganh do thi khong c6 do dai. Dé gidi quyét nf{fmg
van de cua cudc song, doi khi nguot ta gan cho canh e cua do thi
mot do dai (duge ky hieu w(e)) va thuong goi dé la trong so cia
canh e. Thong thuong trong so cia cdc canh do thi la nhing so
khong am. Do thi ma cdc canh dude gan trong so dude goi la do thi
trong so. Ta c6 thé biéu dién do thi cé trong so bang ma tran (aij)
kich thude n X n trong dé n la so dinh cia do thi va a;; la trong so
canh noi dinh i vdi dinh §. Ma tran nay dugc goi la ma tran trong
so cia do thi cho trudc.

Bai todn tim duong di ngdn nhat ti dinh a téi dinh b cia mot do
thi trong s6 cho trude la bai todn tim mot duong di noi a vdi b
trong do thi da cho, sao cho tong trong so cdc canh cia con duong
nay nhé nhat c¢é the.

C6 nhiéu thudt todn xzdc dinh duong di ngdn nhat, trong dé quen
biét nhat la thuat todn Dijkstra do nha todn hoc nguoi Ha lan tén la
E. Dijkstra dé zuat nam 1959. Thudt toan dé dugc viét bang ngon




ngt twa Pascal nhu saw:

Procedure Dijkstra; (G: do thi don lién thong cé trong s6 duong)
{ddnh so cic dinh cia G: a = vy, vy,..., v, = b, noi va gin
thém trong so cdc canh khong cé trong do thi bdi oo}

Fori1:=1ton

L(v;) :=00 ;

L(a) := 0; {gdn nhan (ddnh dau) cic dinh, bat dau vdi nhan cia
a la L(a) = 0, con cdc dinh khdc cé nhin bang oo, tap S la
tap hop rong}

S =10

While b ¢ S
Begin
w:= dinh khong thuoc S c¢6 nhan L(u) nhé nhat;

S :=SU{u};

For tat cd cac dinhv & S

if L(u) + (u,v) < L(v) then L(v) := L(u) + (u,v) {thém
vao S dinh cé nhin nhé nhat va sta doi nhan cia cdc dinh

khong thuoc S'}




End; {L(b) la do dai duong di ngan nhat tw dinh a dén dinh

b}

Thuat todn Dijkstra c6 do phic tap O(n?).

Vi du. Trong do thi ¢ hinh 7.9, cdc canh déu cé trong so6 1. Ta phdi
tim duong di ngdn nhat ti dinh a téi dinh b. Mds tén trén cdc canh chi
dé kij hiéu qud trinh ta gan nhan cho cac dinh (la cdc s6 ghi trong cdc
vong tron nhé tai cic dinh). Con duong ngdn nhdt néi a va b cé tong
trong so la 3.

%)

Hinh 7.9: Duong di trong do thi.




Lién thong
Trong phan nay ching ta lam quen vdi mot khdi niém khd quan trong
cta ly thuyét do thi la khdi niém lién thong.

Khi biéu dién mot do thi trén mat phang, ching ta da thay rang cé
nhiéu khi hinh biéu dién cia ching la nhiing cum tdach roi nhau khong
duoc noi voi nhau. Tuong wng véi moi hinh roi nhau nhu vay la mot
do thi thanh phan cia do thi da cho ma ta sé goi la mot thanh phan
lién thong cia do thi cho trudc.

D€ chinh zdc hod khdi niem lién thong, trudc hét ching ta néi hai
dinh ciia mot do thi cho trude la lien thong vdi nhau néu cé6 mot day
canh ké tiép noi ching vdi nhau trong do thi da cho. Chang han, do thi
dugc biéu dién trong hinh 7.8 ciia muc trudc cé dinh a va g lien thong
vdi nhau. Tat nhién la mot dinh cho trude luon duoe coi la lien thong
vdi chinh no (duogc noi vdi chinh né bdi mot day canh ké tiép cé do dai

0).

Dinh nghia 7.5. Mot do thi dudc goi la lien thong néu hai dinh bat ki
cta no lién thong vdi nhau.

Quan hé lién thong cia cdc dinh cé nhiing tinh chat co ban sau:
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Hinh 7.10: Do thi ¢6 3 thanh phan lién thong.

a) Méi dinh a cia do thi lien thong vdi chinh né.
b) Néu a lien thong vdi b thi b lien thong vdi a.
c) Néu a lién thong vdi b va b lien thong vdi c, thi a lién thong vdi c.

Thuc chat quan hé lién thong gida cic dinh la mot quan hé tuong
duong trong tap hop cdic dinh cia do thi. Quan hé tuong duong nay
chia tap dinh cia do thi thanh cdc l6p cé hai tinh chat sau:

1) Cac dinh thudc cung mot ldp thi lien thong vdi nhau.
2) Cdc dinh khong cung thudc mot ldp khong lién thong vdi nhau.

Cac lop dinh nay la dinh cia cac do thi thanh phan lién thong trong
do thi cho trude, dugc goi la thanh phan lién thong cia do thi da cho.
Vi du. Trong hinh 7.10 ching ta c¢6 mot do thi vdi 3 thanh phan lién
thong.




Chi s6 lién thong

0 phan trén ching ta da lam quen vdi khdi niém lién thong. Thé nhung
ngay trong cdc do thi lién thong ciing cé su phan biét. Khdi niém sau
day cho ta mot thude do vé su lien thong cia do thi.

Dinh nghia 7.6. Cho trudc mot do thi G va mot so tu nhién k > 2,
ta néi G la mot do thi k-lien thong (dinh), néu nhu G la mot do thi
lien thong va néu nhu b6 di mot so t < k dinh tuy v, do thi thu duoc
van la mot do thi lién thong.

Vi du. Do thi Petersen trong hinh 7.12 la mot do thi 3-lien thong, v
ndé la mot do thi lien thong va chi khi b6 di tdi 3 dinh ta mdi cé thé thu
duge mot do thi khong lien thong. Con khi b6 di 2 dinh tuy 1, do thi
Petersen van con lién thong.

Tuong tu khdi niém lién thong dinh, ta goi mot do thi lien thong la
do thi k-lién thong canh néu nhu b6 di it hon k canh, tu do thi ban dau
ta van thu duoc mot do thi lién thong. Khdi niém lién thong canh it
dugc nghién ciu tor hon khai niém lién thong dinh.

Thong thuong ta biéu ki hiéu so thanh phan lien thong cia mot do
thi G cho trudc bé1 w(G). Néu G la mot do thi cé n dinh roi nhau, thi




w(G) =n.

Dinh nghia 7.7. Cho trudéc mot do thi G. S6 tu nhién bé nhat k théa
man dieu kién: G la do thy k-lién thong (dinh) nhung khong k+ 1 lién
thong (dinh), dugc goi la chi so lién thong (dinh) cia do thi G.

Chi 6 lién thong cia do thi G thuong duge ky hiéu bdi k(G).
Vi du. Do thi Petersen trong hinh 7.12 c6 chi so lién thong la 3.
Tuong tu nhu vay, ta co thé dinh nghia chi so lien thong canh cia
mot do thi G cho trudc, la s6 nhé nhat k sao cho G la mot do thi lién
thong canh ma khong k+1 lién thong canh. Do thi Petersen trong hinh
7.12 ¢6 chi s lien thong canh la 5.

Chu trinh cia do thi

Khi dinh nghia duong di noi hai dinh a va b cia mot do thi, ta luon
gid thiét rang cdc dinh a va b nay phdi khdc nhau. Trong truong hop a
va b duge noi vdi nhau bdi mot con duong, thi khi thém canh mdi noi a
vdi b vao do thi da cho, ta thu dugec mot chu trinh. Nhv vay chu trinh
la mot day canh ké tiép khép kin sao cho méi dinh ctia do thi dugc di
qua khong qud mot lan.




Chu trinh dugc ki hiéu bdi viéc dua ra cdc canh va cdc dinh lién tiép
nhaw trén chu trinh. Chang han, néu chu trinh C di qua cdc dinh py,
Do, .. ., Dp VG cdc canh ey, €y, .. ., e thi ta viét

C - <p17 €1,P2, €2, .-y Pk, ekvpl)-

Trong truong hop do thi la mot do thi don, thi thay vi viét ro cdc canh
va cdc dinh, chu trinh duge zdc dinh duy nhat qua viéc goi tén cdc dinh
né di qua. Ching han, chu trinh C dé cip J trén cé thé viét thanh:

C' = (p1.D2: - Prs D1).

So canh cta chu trinh duoc goi la do dai ctia chu trinh va thong thudng
hay dugc ki hiéu bdi £(C'). Mot khuyén lap thanh mot chu trinh ¢é do
dai 1. Dé thay rang mot do thi cho trudc chi cé chu trinh c6 do dai 2
néu nhu né cé canh kép. Trong mot do thi don maoi chu trinh cé do dai
it nhat la 3. Mot do thi khong don hién nhién luon cé it nhat mot chu
trinh c¢6 do dai 1 hodc 2. Trong do thi don khong phdi lic nao ta ciing
c6 thé tim thay mot chu trinh. Chdang han trong cdc cay la cic do thi
ta s€ noi tdi ¢ chuong sau.

Bai tap:




. Trong mot ki nghi he, co 7 nguoi ban di nghi mat ¢ xa. Ho hia vdi
nhau rang trong suot ki nghi moi nguoi phdi viét thu cho ding ba
nguoi trong so ho. Chitng minh rang cé mot nguoi khong viét thu
trd 10i cho nguoi viét cho minh.

. Ton tai hay khong mot do thi don vo hudng vdi 6 dinh va bac cia
cac dinh lan luot la

a) 2, 3, 3, 3, 4, 4.

b) 2, 8, 3, 4, 4, 4.

. Lap mot do thi cé moi dinh tuong wng vdi mot tap con cia tap
con cia tap hop {1,2,3,...,2001} va hai dinh dugc noi vdi nhau
bdi mot canh néu hai tap con twong dng vdi ching khong cé diém
chung. Hay tinh so6 canh va so dinh cia do thi thu duoc.

. Chitng minh rang mot do thi G khong lién thong khi va chi khi né
c6 it nhat 2 thanh phan lién thong.

. Hay kiém tra trong do thi Petersen (hinh 7.12) c6 nhiing chu trinh
loai do dai bao nhiéu!




On

Sac s

Pinh nghia 7.8. Sdc so la s6 nhé nhat cic mau cé thé ding dé to mau
cac dinh cia do thi G sao cho hai dinh ké nhau bat ky khong cung mau,
goi la to mau on dinh, ky hieu la x(G).

Vi du. Sdc sé ciia do thi Petersen la 3. Ta ¢6 thé té mau cic dinh do
thi 3 mau nhu hinh dudi va cé thé thay khong cé cdch to 2 mau do thi
mot cach on dinh.

Hinh 7.11: Sac s6 cta do thi Petersen.




Chi s6 on dinh trong

Pinh nghia 7.9. Chi s6 on dinh trong la s6 lon nhdt cdac dinh doi mot
khong ké nhau, ky hiéu la aG).

Vi du. Chit s6 ciia do thi Petersen la 4, la 4 dinh hinh vuong trong hinh

sau. C6 thé thay dé dang khong ton tai 5 dinh doi mot khong ké nhau
nhu vay.

Hinh 7.12: Chi s6 ctia do thi Petersen la 4.




Mot sbé loai do thi don vé hudng
D6 thi ddy di

Mot do thi don vo hudng vdi n dinh duogc
goi la do thi day di néu gita hai dinh bat
ki ciia né c6 ding mot canh noi. Trong hinh
7.13 ta c6 mot do thi day di cé 9 dinh. Néu
so dinh m ctua do thi cho trudc thi chi co
ding mot do thi day di vdi n dinh ma thoi.
Do dé, nguoi ta van ki hieuw do thi day din
Hinh 7.13: Do thi day di dinh la K,,. Vi ki hiéu nay, thy do thi day
9 dinh. dii trong hinh 7.13 la do thi K.

Trong doi song ching ta hay gdp cdac do thi day di. Chang han, do
thi biéu dién quan hé quen biét cia cdc hoc sinh trong mot ldp hoc la
mot do thi day di, vi duong nhién hoc sinh ctia mot Iép hoc bao gid
cing quen biét nhau hét. Nhiéu khi mo hinh do thi day du khé nhan
biét hon, chc”zng han khi phdi zét mot zép dat toi wu ma mot cap doi bat

=Y




ki déu phdi cé mat.
Do thi day di K, c¢6 C? canh.

D6 thi déu

Mot do thi don vo huong G duoc goi la do thi déu bac t néu nhu moi
dinh ciia do thi G co bac la t. Do thi Petersen la do thi déu bac 3. Pdc
biet mot do thi day di vdi n dinh la mot do thi deuw bac n — 1. Mot do
thi chi c6 cdc dinh roi duge goi la do thi déu bac 0. Do thi day du K,
la do thi lien thong déu bac 1 duy nhat. Méi do thi déeu lién thong bac 2
la mot chu trinh. Viéc zay dung do thi déu bac 3 thi khé khdn hon. Ré
rang mot do thi vdi 2 dinh va 3 canh kép noi cdac dinh nay vdi nhau la
mot do thi déu bac 3. Cho trudc mot so tu nhien m > 1, thi hop cia m
do thi déu bac 3 nhu vay la mot do thi déu bac 3 vdi 2m dinh. R6 rang
khong ton tai don do thi déu bac 3 vdi 2 dinh. Do thy Petersen (hinh
7.12, trang 166) la do thi deu bac 3. Do thi day du K, la do thi don va
deu bac 3 duy nhat vdi ding 4 dinh.

Nhitng tinh chat sau day la nhing tinh chat co bin cia cdic do thi
deu:




Dinh 1y 7.5. S6 dinh cia do thi déeu bac 1é G luon la mot so chan.

Dinh Iy nay duoe suy ra mot cach hién nhién ti bo dé 7.2 la so dinh
bic 1é ctia mot do thi luon la so chdn.
Ngoai ra ching ta cing dé ching minh dinh ly sau:

Dinh 1y 7.6. Cho trudc G la mot do thi déu bac g vdi n dinh va m
canh. Khi do ta co n.g = 2m.

Dinh Iy duge chimg minh dé dang nho dinh ly 7.1 la tong cdc bac cia
cac dinh cia mot do thi bang ding hai lan so canh.

Do thi luong phan

Do thi luong phan la do thi G = (V; E) ma tip dinh V' c6 thé phan
hoach thanh hai tap hop X, Y sao cho tap canh E chi gom cdc canh
noi hai dinh khong cing mot tap hop.

Ta c6 thé thay dé dang hai tinh chat sau day cia do thi ludng phan:
1) Méi do thi con ctia do thi ludng phan la mot do thi ludng phan.
2) Do thi ludng phan khong cé khuyeén.

Ta cé thé tim thay trong cudc song cé rat nhiéu vi du vé do thi ludng
phan. Chang han do thi biéu dién quan hé yéu duong khdc gidi la do




thi luong phan. Mot tinh chdt co bin dé nhan biét do thi ludng phan la
dinh ly sau day:

Dinh 1y 7.7. Mot do thi G la do thi luong phan khi va chi khi moi chu
trinh cia né cé do dai chan.

Ching minh. Gia st G = (X, Y; E) 1a mot do thi luong phan. Khi do
doc theo chu trinh bat ki ctia G cac dinh thuoc tap X va tap hop Y lan
luot ké tiép nhau. Do do6, khi tré vé dinh xuat phat dau tién, ta phai di
qua mot s6 chdn cac dinh, va do d6 s6 canh (bdng s6 dinh) ctia chu trinh
14 mot so chan.

Do lai, gid st rang G 1a mot do thi co tinh chat 1a tat ca cac chu trinh
cia GG déu c6 do dai chan. Ta sé ching minh rang tat ca cac thanh phan
lien thong ciia G déu 1a cac do thi ludng phan, va do d6 GG cling 1a do thi
luéng phan.

That vay, gia st rang G 1a mot thanh phan lien thong cia G va Py 1a
mot dinh ctia do thi G1. V6i moi dinh P ciia do thi G ta chon mot duong
di W ndi dinh Fyvéi dinh P. Néu duong di W ¢6 do dai (s6 canh ciia W)
chan thi dinh P thuoc tap X, con néu duong di Weo do dai 16 thi dinh P
duge lay vao tap hop Y. Su phan loai cac dinh ciia do thi GG; khong phu
thuoc vao cach chon duong di W. That vay, néu c6 hai con duong W véi




do dai chan va con duong di W’ véi do dai 1é noéi dinh Py véi dinh P thi
do thi G sé ¢6 chu trinh véi do dai 1é, mau thuan véi gia thiét ban dau la
do thi G chi ¢6 chu trinh véi do dai chan.

V6i cach thiét lap tap hop X va Y nay, cac dinh ctia do thi G hodc
thuoc tap hop X hoac thuoc tap hop Y. Bay gio ta chiing minh rang chi
c6 cac canh ndi cac dinh khong cting mot tap hop véi nhau ma thoi. That
vay, gid st rang c6 hai dinh P va () ké nhau trong do thi GGy, thi chung
khong thé cting thudc mot tap hop X hoac Y, néu khong tit Py ta co thé
di t6i dinh P roi t6i dinh @ bdi canh (P, Q) va trd vé dinh By véi mot
duong di 1é canh, 1a dieu khong thée xay ra trong do thi G, do do thi G chi
c6 chu trinh véi s6 chén canh ma thoi. Nhu vay do thi G 1a do thi luong
phan vé6i hai tap dinh X va Y, va véi tap canh E ma ta co thé viét nhu
da qui dinh G = (X, Y, E). O

Néu trong do thi ludng phan G = (X,Y; E) gitta hai dinh bat ki
khong cung trong mot l6p dinh luon cé ding mot canh noi, thi ta goi
G = (X,Y; E) la do thi luong phan day di va ky hiéu né bdi K, ,,
vdi n la so dinh cia X va m la so dinh cia Y. Trén hinh 7.14 ta c6




. .

Cay

Mot cay la mot do thi don vo hudng lién thong khong cé chu trinh vdi
it nhat mot dinh. Cdc do thi logi nay da dude nhiew nha khoa hoc va
nhiéu nha todn hoc nghién ciéu tu rat sém do nhing vng dung cia noé
trong ly thuyét mang dien. Hinh 7.15 biéu dién 2 cay khdc nhau. Néu
quan sdt ky cac biéu dién cia cay, ta cé thé nhan thdy mot cay bat ki
vdi it nhat 2 dinh luon cé nhing dinh cé bac ding bang 1. Nhing dinh
nay duge goi la dinh treo va ching déng mot vai tro hét sic quan trong
trong ly thuyét vé cay. Trudc hét, ta ching minh su ton tai cia cdc dinh
treo trong cay cé it nhat 2 dinh.




Hinh 7.15: Hai cay.

Dinh 1y 7.8. Mot cay bat ki vdi it nhat hai dinh cé it nhat hai dinh
treo.

Chiing mianh. Trong cay chi ¢6 hitu han con duong. Taxét W = (Py, P, ..., P
la mot con duong cé nhieu canh nhat. Khi dé ta c6 k > 1, do cay phai c6
it nhat hai dinh.

Hai dinh cudi cia W, P, va P, 16 rang la hai dinh treo. Gid st nguoc
lai 1a P; khong phai 1a dinh treo thi dinh P, duge noi véi dinh QQ # P
nao do.

Khi dé dinh () = P, v6i 7 > 2 nao do, do W c6 nhiéu canh nhat c6 the.



Nhung khi d6 ta sé thu duge mot chu trinh K = (P, Py, ..., P, Py), trai
véi gia thiét ban dau 1a G khong c6 chu trinh. O

Dua trén su ton tai cia cdc dinh treo, ta c¢é thé zdc dinh dugc sé
canh cua cay thong qua dinh ly sau day.

Dinh ly 7.9. Mot cay c6 n dinh co ding n — 1 canh.

Chiing minh. Chiing minh bang quy nap theo s6 dinh n cta cay.

Vé6i n = 1 16 rang cay véi 1 dinh khong ¢6 canh nao ca.

Gia st mot cay tuy v véi n dinh ¢6 diang n — 1 canh.

Xét G la mot cay c6 n + 1 dinh tuy . Theo dinh Iy 7.9, G ¢6 it nhat
mot dinh treo P nao dé. Xét do thi G — {P}.

Vi dinh P 1a dinh treo, nen do thi G — { P} 1a mot do thi lien thong.
Gia st ngugc lai 1a do thi G — {P} ¢6 it nhat hai thanh phan lien thong
(G1 va G5 nao d6. Do GG 1a do thi liéen thong, cho nén c¢6 mot con duong
(G, v6i Gy trong G. Ro rang con duong nay phai di qua dinh P va nhan
dinh P lam dinh trong ciia n6. Vay P c6 bac it nhat 1a 2, mau thuan véi
gia thiét 1a dinh P 1a dinh treo trong do thi G.

Do G khong c6 chu trinh, cho nén do thi G — { P} khong c6 chu trinh.
Tom lai 1a do thi G — { P} 1a mot cay c6 n dinh. Theo gia thiét quy nap




thi do thi G — { P} ¢6 dung n — 1 canh. Suy ra do thi G ¢6 ding n canh,
vi bac ctia P trong do thi G bang 1. O

Dinh 1y 7.10. Cho trudc mot do thi G = (V, F), khi dé sdu tinh chat
sau la tuong duong

1) G la mot cay (G la do thi lién thong va khong cé chu trinh).
2) G khong cé chu trinh va c6 n — 1 canh.
3) G lién thong va c6 n — 1 canh.

4) G khong c6 chu trinh va néu thém vao mot canh noi 2 dinh khong
ké nhau thy G zuadt hién duy nhdat mot chu trinh.

5) G lién thong va néu b6 di mot canh tuy g thi do thi nhan dugc sé
khong lién thong.

6) Moi cap dinh trong G duge noi vdéi nhau bang mot duong duy nhat.

Chitng minh. Ta ching minh lan lugt 1) = 2) = 3) = 4) = 5) =

6) = 1) 1) = 2) Cho G la do thi lien thong va khong c¢6 chu trinh. Ta

phai chiing minh 2). Diéu nay hién nhién dang theo dinh Iy da duge chiing
minh vé s6 canh clia cay.




2) = 3) Cho truée G khong c6 chu trinh va ¢6 n — 1 canh, ta phai chiing
minh 3), tic 1a chi con can phai ching minh G lien thong. That vay néu
GG ¢6 p thanh phan lién thong, thi moi thanh phan lién thong 1a mot cay
va 80 canh ctia G theo dinh 1y vé s6 canh clia cay sé 1a |V — p (lay tong
cac canh cla cac cay thanh phan lai). Do s6 canh ctia G duge cho biét 1a
n—1,néntaco |[V|—p=mn—1,vay p= 1 hay noi cach khac 1a G 1a
do thi lién thong.

3) = 4) Cho trudc G lién thong va ¢c6 n — 1 canh, ta phai chiing t6 rang
néu thém mot canh noi 2 dinh khong ké nhau bat ky trong GG thi do thi thu
dugc sé c6 chu trinh. Trude hét ta thay G 1a cay, vi néu khong co thé lan
lugt b bét cac canh khoi G sao cho do thi thu duge 1a do thi lien thong,
va dén lice nao dé khong con ¢6 thé bé duge canh nao nita, lic d6 G khong
con chu trinh (néu khong c6 thé bé bat ky canh nao khéc trén chu trinh
van khong anh hudng tinh lien thong ctia do thi thu duge). Do thi thu duge
sau cung la cay, va sé ¢c6 n — 1 canh theo dinh 1y vé s6 canh ctia do thi.
Suy ra s6 canh bo di 1a 0, tiic 1a G 14 cay va khong c6 chu trinh. St dung
dinh 1y ve duong di gitta 2 dinh tuy v & va y ciia GG, ta c6 chu trinh khi
thém canh néi 2 dinh khong ke nhau nay.

4) = 5) Cho trudc G khong c¢6 chu trinh va biét rang néu them vao mot




canh ndi 2 dinh khong ké nhau thi GG xuat hién duy nhat mot chu trinh,
ta phai chiing minh G lién thong va bé di canh tuy v thi G khong con lién
thong.

Gia st nguoc lai G khong lien thong, ttc 1a ton tai cap dinh x, y trong
G ma khong c6 dudng nao ndéi x véi y. Khi d6 ndi x va y béi 1 canh, do
thi nhan duge van khong ¢ chu trinh dieu nay mau thuan véi 4). Vay G
la lién thong. Néu bo di 1 canh trong G ma do thi van lien thong thi néu
khoi phuc lai canh nay do thi sé ¢6 chu trinh. Diéu nay mau thuan véi 4).
Vay ta ¢6 5).
5) = 6) Cho trudc do thi G lien thong va bo di canh tuy ¥ thi G khong
con lien thong, ta phai chiing minh rang moi cap dinh trong G dugc noi
v6i nhau bang mot duong duy nhat. That vay, gia st ngudc lai, néu trong
(G ¢6 ton tai cap dinh x, y khong ndi véi nhau bang dudng nao ca, chiing
to G khong lien thong mau thuan véi 5). Vay moi cap dinh deu c6 dudng
di n6i v6i nhau. Duong noéi d6 1a duy nhat vi néu c6 nhiéu hon, thi sau khi
b6 di 1 canh trén chu trinh xuat hién bdi 2 duong ndi 2 dinh nay thi do thi
van lién thong, trai véi 5).
6) = 1) Cho trudéc mot do thi G véi tinh chat 1a méi cap dinh trong G
dugce ndi v6i nhau bang mot duong duy nhat, ta phai chiing minh G 1a cay.




Do méi cap dinh noi véi nhau bdi mot duong nén G 1a lien thong. Gia
st G ¢6 chu trinh thi xét ciap dinh z, y trén chu trinh d6. Khi dé z, y ¢6
2 cap duong ndi v6i nhau, mau thuan véi 6). O

Cay cé6 rat nhieu vng dung trong doi song va khoa hoc. Nhing 1ing
dung vé cay sé dugc gidi thiéu riéng trong mot muc sau.

Do thi phdng

Doi khi nguoi ta con muon biéu dién do thi trén mdat phing sao cho
khong c6 2 canh duoc biéu dién nao cit nhau. Mot trong nhing van dé
quan trong cta ly thuyét do thi la van dé nghién cdu cau héi lam sao
c6 thé biéu dién do thi trén mdat phdng sao cho khong c¢é hai duong biéu
dién canh nao cia ching cdt nhau. Khong phdi do thi nao cing cé thé
biéu dién nhu vay, va nhitng do thi cé thé biéu dién duge théa man diéu
kien do duge goi la do thi phang. Ngay tw nhimg nam 1930 nha todn
hoc Kuratowski, nguoi Ba lan, da phan ldp duge nhiing l6p do thi nhu
vay.

Vi du. C6 ba cdi nha va ba cdi giéng. Moi nha cé ba con duong di ti noé
tdi ba cdi giéng. Hoi co thé lam nhing con duong di nhu vay sao cho
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Hinh 7.16: Ba nha va ba giéng nudc.

khong cé hai con duong nao cat nhau hay khong?

D€ gidi bai todn nay, ching ta phdi gid st la cic nha la cde diém
Ay, Ay, As trén mat phang va cdc giéng la cic diém By, By, Bs nao
dé. Cdc con duong di la cic duong (lién tuc) noi cic dinh A; vdi cac
dinh B; nhu trong hinh 7.16. Bang cdch thiét lgp mo hinh nay, ching
ta da thiét lap mot do thi c6 6 dinh va 9 canh. Day chinh la do thi Kss
trong hinh 7.14. Khi do, cau hoi cua bai todn la liéu c6 nhing duong
noi cac diem A; tdi cic diém B; trén mat phdang sao cho khong cé hai
con dudng nao cat nhau hay khong?

Thuoc l6p do thi phang cé cdy, bui (hop ciia nhiing cay khong cé dinh




chung) va do thi biéu dién cia cdc khoi da dien loi. Cho I6p do thi biéu
dién cia cdc khoi da dién 103, nha todn hoc Steinitz di ching minh:

Dinh 1y 7.11 (Steinitz). Ldp cdc do thi biéu dién cdc khoi da dién 1o
chinh la 16p cdc do thi phang va 3-lién thong.

Cdc do thi quen biét nhat khong thé biéu dién phdng duoc chinh la
do thi day di K5 va do thi luong phan day di K 3.

Néu mot do thi duge biéu dién ph(fng sao cho khong cé hai canh nao
ctia ching cdt nhau, thi nhing phan mat phang dudc chia ra bdi nhing
canh cia do thi dude goi la mién. Trong truong hop do thi la do thi
biéu dién cia mot khoi da dien 10i thy mién cia né cing tuong wng vdi
cdc mat ciua khoi da dién 10i da cho. Mot dinh lj co sd cho viéc nghién
ctu cde do thi phang la dinh Iy cia Euler:

Dinh 1y 7.12. Cho do thi biéu dién khoi da dién 10i c6 n dinh, ¢ canh
va m mien, ta ¢ diang thitc n+m = c + 2.

Vi du. Do thi K5 khong phdi la do thi phang.
Chitng mianh. Ta chitng minh dinh lyj bang phdn ching. Gid st do thi
K la do thi phc”zng. Khi dé goi n la so dinh, ¢ la s6 canh va m la s6




mién cia do thi phang Ky thi ta c6 n =5, ¢ = 10 va do dé m = 7
theo dang thitc n +m = ¢ + 2.

Goi S la tong s6 cdc canh ctia cic mat. Do mdi canh duoge tinh ldp
diung 2 lan thi tong S nay bing 2 lan s6 canh cia do thi nén S = 2c.
Vic =10, ta c6 s = 20. Mt khdc moi mat cé it nhat 3 canh, va do
m =17, nén S > 3.7 =21 la dieu vo ly. Diéu vo lyj nay ching té Kj
khong phdi la do thi phang.

Dé ching minh dinh ly tong qudt hon dinh lyj nay, ta goi mot canh
ctia do thi phang cho trude G la cau néu bé né di thi s6 thanh phan
lien thong cia do thi tang lén it nhat 1 va la canh bién, néu canh nay
khong phdi la cau cia do thi G. Ta thay hién nhién la mot canh e cia
mot do thi phc‘fng G cho trudc la mot canh bién khi va chi khi né la
canh chung cia hai mién khdc nhau cia do thi G.

Dé thay mot canh bat ki cia do thi phang chi c¢é thé hodc la cau hodc
la canh bién ma thoi. Bay gio ta ching minh dinh Iy tong qudt hon dinh
Iy cia Euler vé quan hé gitta so dinh, so canh va s6 mién cia mot do
thi phang G vdi w(G) thanh phan lién thong :

Dinh 1y 7.13. Cho trudc do thi G la mot do thi phang vdi n dinh, ¢
canh va m mién. Khi dé ta c6 n+m = c+w(G) + 1.

:




Chitng minh. Ta chimg minh bang quy nap theo s6 canh ctia do thi. Khang
dinh ctia dinh 1y hién nhién dang cho truong hop ¢ = 0, vi trong truong
hop nay ta co n = w(G) vam = 1.

Bay gio ta gid st rang dang thic n + m = ¢ + w(G) + 1 ding cho
moi do thi phang G véi ¢ canh. Xét do thi phang G v6i ¢ + 1 canh tiy ¥.
Chtng ta chon mot canh e trong do thi G' va khao sat do thi G — e, sinh
ra khi b6 canh e ra khoi do thi G. Chi c¢6 hai truong hop sau day co thé
xay ra:
1) Canh e la mot cau cta do thi G.
Trong truong hop nay do thi G — e c¢6 ding m mién, do canh e khong 1a
canh chung clia hai mién nao ca, va ro rang chi c6 diung ¢ canh. Theo gia
thiét quy nap, tacon+m =c+w(G —e) + 1.

Do w(G —e) = w(G) + 1, vi e la cau cia do thi G, ta c6 duge:

n+m=(c+1)+w(G)+1,

1 dieu can phai chiing minh.

2) Canh e la canh bién cia do thi G.

Khi d6 do thi G — e ¢6 ding m — 1 mién, do hai mién c¢6 canh chung e sé
tré thanh mot mieén duy nhat trong do thi G — e véi ding ¢ canh. Theo




gia thiét quy nap, ta co
n+m-—1=c+w(G—e)+1.
Do w(G — e) = w(G), vi e khong phai la cau cia do thi G, ta c6:
n+m-—1=c+w(G)+1,
vadodon+m = (c+1)+w(G)+ 1, la diéu can phai chitng minh.

Trong ca hai truong hop ta ¢c6 O +m = (¢ + 1) + w(G) + 1. Dinh 1y
dugc chitng minh. ]

Ta c6 thé thay dé dang la dinh Iy 7.12 ctia Euler la mot truong hop
riéng cia dinh ly 7.18 khi w(G) = 1.
Bai tap:
1. Hay tim tat cd cac khoi da dién déu ma tap dinh va tap canh lap
thanh mot do thi ludng phan.
2. Mot do thi don cé n dinh va p thanh phan lién thong. Ching minh
rang do thi nay cé sé cé n—p canh néu nhu né khong cé chu trinh.
3. St dung dinh ly 7.12 dé ching minh do thi luéng phan day di Kss
khong phdi la do thi phang.




Duong mot nét Euler va chu trinh Hamal
ton

M¢é dau

Ly thuyét vée duong mot nét Euler khép kin, duong mot nét Euler md,
duong va chu trinh Hamilton da ¢ tu lau va dude nghién ciu nhiéu. Ta
c6 thé bdt gap nhiéu bai todn trong thuc tién ma cé thé s dung cdc ly
thuyét vé chu trinh, duong di Euler va Hamilton dé gidi quyét. Vi du,
st dung Iy thuyét duong di, chu trinh Euler ta cé thé tim hanh trinh
duong di cho nguoi phat thu, cho xe ria duong... sao cho hanh trinh
la toi wu nhat. Hodc la trong mot hé thong mang, mot mdy don can
gt 1 thong diép dén tat cd cac may con lai, thy duong truyén tin sé di
nhu thé nao dé cho hiéu qud nhat? Mot s6 bai todn lich biéu ... c6 thé
duoc gidi quyét bang cdach van dung cdac ly thuyét chu trinh va dudng di
Hamalton.




Puong mot nét FEuler

Trong ly thuyét do thi cé khdi niém duong mot nét Euler. Khdi niém
nay hoan toan khong phdi la khdi niém duong trong do thi ma ta noi
d cac phan trén. Duong mot nét cia FEuler trong mot do thi vo hudng
(khong nhat thiét phdi la do thi don) G = (V, E) c¢é n dinh va m
canh duoc hiéu la mot day chia tat ca m canh cia do thi va cé dang
Pi,el, Py e, ... P, enm, P sao cho canh e; la canh noi 2 dinh P, va
Piy (thiéu diéu kién day canh nay chia tat cd m canh cia do thi, thy
né duge goi la duong mot nét ma thoi). Duong mot nét Euler duge goi
la duong mot nét Buler khép kin néu P, = P, va la duong mot nét
Euler md néu nhu Py, # P,,.1. Bai todn duong mot nét nay khd quen
thuoc vdi ching ta vdi nhing danh do vé hinh cdi phong bi thu bang
mot nét chang han. Bai toan duong mot nét Euler bit nguon tu bai todn
7 cdy cau thanh pho Konigsberg (xem hinh dudi) vdi thach do lam sao
c6 thé di qua tat cd 7 cay cau, mdi cau chi duoc di qua ding mot lan.
Euler da gidi quyét bai todn nay bang cach ching minh duoc la khong
¢ cdch nao cé thé di qua tat cd 7 cay cau cia thanh phé Kénigsberg
sao cho moi cau chi duge di qua ding mot lan.
Trude khi ching minh dinh ly Euler, ta ching minh bo dé sau:

:
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Hinh 7.17: Bay cay cau thanh Konigsberg.

Néu bac cia moi dinh x ctiia mot do thi G la s6 chan, thi tu maoi dinh
x ciua mot do thi G deéu ton tai mot duong mot nét khép kin (khong
nhat thiét la duong mot nét Euler) di qua né.

Chiing minh. That vay, ta chi can xuat phat tit o di theo cac canh cia G
sao cho moi canh chi di qua ding mot lan. Luu v rang vi mdi dinh c6 s6
chan canh, va mdi khi di vao mot dinh y khong phai 1a x thi s6 canh xuat
phat tir y da duge di qua luon 1a mot s6 1¢. Do bac clia cac dinh 14 s6 chan,
nén moi lan khi di vao y # x ta luon tim duge mot canh xuat phat tir y
ma chua duge di qua va c6 thé ra khéi y qua canh dé. Tt d6 suy ra dinh
két thic qua trinh di nay chi c6 the 14 ¢ 2 ma thoi. Tom lai ttt moi dinh




ciia do thi da cho G luon c6 mot duong mot nét khép kin P, di qua né. [

Dinh 1y 7.15. Do thi vé hudng va lien thong G = (V, E) c6 duong
mot nét Euler khép kin khi va chi khi bac cia tat cd cdac dinh trong do
thi G la so chdn.

Chiéng minh. Chting minh duge thuc hién theo hai chieu:
Diéu kien can: Gia st do thi G ¢6 duong mot nét khép kin H. Ta can
ching minh G 1a bac ciia moi dinh x € V' 14 mot so chén.

Di¢u nay 1a khéa hién nhién, vi néu di trén H theo cac canh ciia G, bat

dau tit mot canh nao dé roi tré vé canh dau tien, ta thay dé dang rang bac
ciia moi dinh dang bang 2k, véi k 1a 6 lan ta di qua n6 trén duong di (do
moi lan di vao né ta lai phai di ra khéi no).
Diéu kién di: Gid st G 1a do thi lien thong va mdi dinh = € V' deéu c6
bac 1a s6 chan, ta sé ching minh trong do thi G ton tai mot duong mot
nét Euler. Tt bo dé 7.14 ta suy ra la G ¢6 it nhat mot duong mot nét khép
kin.

Bay gio goi P la mot duong mot nét khép kin trong G va ¢é nhiéu canh
nhat. Bay gio ta sé ching minh rang P chinh 13 duong mot nét Euler trong
do thi G.




That vay, gia sit rang P khong phai 1a duong mot nét Euler trong G.
Khi d6 bo tat ca cac canh ctia P ra khéi G, ta thu duoc mot do thi G
c6 it nhat mot canh. C6 the thay rang tai méi dinh z cia G déu c6 mot
0 chan canh thuoc P (1a 2k véi k 1a s6 lan x xuat hién trén P). Do ban
than x c6 bac trong G 1a s6 chan, cho nén bac ctia moi dinh « trong do thi
thu duge trong GG ciing 14 s6 chdn. Do GG 14 do thi lien thong, cho nén co
it nhat c6 mot canh nao do6 ctia Gy noéi mot dinh x trén P véi mot dinh y
clia G1. Theo nhan xét da ching minh 6 trén, ton tai mot duong mot nét
khép kin P, nao d6 chita x trong G1. Lic nay, hop ctia hai duong mot nét
P va P, 1a mot duong mot nét trong GG va ¢6 nhieu canh hon G, la diéu
mau thuan véi gia thiét P 1a duong mot nét c¢6 nhiéu canh nhat trong G.
Mau thuan dé chiing t6 P chita hét cac canh ctia G, titc 1a P 1a duong mot
nét Euler trong G. Dinh 1y duge chiing minh. O

Pinh 1y 7.16. Diéu kién can va di dé do thi mot do thi lien thong G
c6 duong mot nét Euler md la s6 dinh bac Ié trong do thi la 2.

Chiing manh. Ta ching minh diéu kién can trudc:

Diéu kién can. Néu G 1a mot do thi c6 duong mot nét Euler md, thi khi
di tir dinh dau t6i dinh cudi va doc theo cac canh clia duong mot nét Euler
mad nay, thi chi c6 dinh dau va dinh cudi c¢6 bac 1a s6 16, con tai cac dinh




con lai, s6 canh ctia do thi luon 1a 2k véi k 1a so lan xuat hién ciia no trén
duong mot nét Euler da cho.

Diéu kién di. Cho trude mot do thi vo huéng G véi dang 2 dinh bac 16
va y. Khi d6 ta them vao G mot canh mdi noi x va y (la canh kép néu x
va y da duge n6i béi mot canh nao do roi). Khi do theo dinh 1y trén, ta co
trong do thi thu duge mot duong mot nét Euler khép kin. Bé di canh thém
vao, ta ¢6 trong G dudng mot nét Euler md. O

Qua cdch chiing minh trén, ta thay viéc zdc dinh duong mot nét Euler
md dugc dua vé viéc xdc dinh duong mot nét Euler khép kin. Thuat todn
sau day cho ta cach xac dinh duong mot nét Fuler khép kin.

THUAT TOAN: duong mot nét Euler khép kin.
Procedure Euler; (Do thi G lién thong, bac cia cdc dinh la chan)

K := duong mot nét bat dav tw mot dinh nao dé va quay trd lai dinh
do

H := do thi thu duoc tu G sau khi b6 cac canh cia K

while H con cé canh




BEGIN

W := duong mot nét khép kin trong H tw mot dinh nam trén K
K=KUW

H := thu duoc tu H sau khi loat bo cac canh cia W

END. {K la duong mot nét Euler}

Chu trinh Hamzlton

Mot chu trinh duoc goi la chu trinh Hamilton néu nhu né di qua tat cd
cac dinh cia do thi, méi dinh ding mot lan. Tén goi clia né zudt phat
ti mot tro choi ctia nha todn hoc noi tiéng nguoi Anh la R. Hamilton
doi héi phdi chi ra mot chu trinh di qua tat cd cdc dinh cia do thi biéu
dién khoi thap nhi dién déu (hinh 7.18 vdi mot chu trinh Hamilton).
Bai todan chu trinh Hamilton cho dén nay van chua dudc gidi quyét mot
cdch théa ddang va trd thanh mot trong nhing dong luc chinh dé phdt
trien by thuyét do thi. T nam 1858, khi Hamilton néu vin dé tim chu
trinh Hamilton trong do thi cho tdi nay cé rat nhiéu bai todn vé chu
trinh Hamilton duoc dua ra ma dén nay van chua gidi duoe. Trong so
nhiing gid thuyét sdm nhat vé chu trinh Hamilton dude Tait dua ra




Hinh 7.18: Tro choi di vong quanh thé gidi ctia Hamilton.

nam 1884 la “Moi do thi biéu dién cdc khoi da dién 16i déu c¢6 chu trinh
Hamilton” by bac bo bor Tutte nam 1946. Trong nam 1931, Whiney da
chitng minh dugc két qud dau tién vé su ton tai chu trinh Hamilton
trong do thi phang cé moi mien la mot tam gidc vdi dieu kién la 3 canh
tuy ¢ bat ky cia nd lap thanh mot tam gidc chi khi tam gidc dé la mot
mién ciua do thi. Tutte da tong qudt két qud nay khi ching minh moi
do thi phing 4-lién thong dinh déu c6 mot chu trinh Hamilton. Nam
1952, Dirac ching minh két qud dau tién mot cdach hinh thitc vé su ton
tai chu trinh Hamilton vdi su rang budc vé bac nhé nhat cia cac dinh.




Dinh 1y 7.17. Néu do thi don vo hudng G cé n 3 dinh va bac cia moi
n
dinh > B thi G ¢6 chu trinh Hamilton.

Chiing manh. Trong mot hoan vi tron cac dinh ctia do thi
H: <P17P27"'7Pn7Pn+1 :P1>7

moi cap hai dinh lien tiép nhau trong hoan vi dude goi la mot 16 hong néu
nhu ching 1a hai dinh khong ké nhau trong do thi. Trong (n — 1)! hoan vi
tron c6 thé co, gia stt khong mat tong quat 1a H 1a hoan vi ¢6 it 16 hong
nhat.

Ta khang dinh H chinh 14 mot chu trinh Hamilton ctia do thi da cho.
That vay, gia st H c6 it nhat mot 16 hong ma khong mat tong quat do la
16 hong tao nén béi cap (P,, Py). Nhu vay, néu Py ké véi dinh P; nao d6 thi
dinh P, khong ke v6i P;_1, néukhong thi H = (P,_y,...P», P, P;, ..., P,, P,
P;_1) 1a mot hoan vi ¢6 it 16 hong hon ctia H, trai véi gia thiét 1a H co
{t 16 héng nhat. Do P; ké véi khong ft hon g dinh nen P, khong ké véi it
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nhat 5 dinh, tic la bac cia n6é nho 5 trai v6i gia thict cua dau bai. Do

d6 H phéi 1a chu trinh Hamilton trong G. O



Thuat toan liét ké tat ca cac chu trinh Hamilton. Thudt todn
duoc zdy dung dua trén co sé thudt todn quay lui cho phép liét ké tat
cd cac chu trinh Hamilton cia do thi.

Procedure Hamz’lton(k) {Liét ké cdic chu trinh Hamilton thu dugc
bing viéc phdt trién day dinh x[1],...,x[k — 1] ctia do thi G =
(V, E) cho bdi danh sdach ké Ke(v), v 6 Vi

Begin

For y Ke(z/k-1]) do

if (k =n +1) and (y = v0) then GhiNhan(x[1],....,x[n],v0)
Else if ChuaXet[y] then

Begin
zlk] = y;
ChuaXetfy] := False;
Hamilton(k+1);
ChuaXetfy] := True;




End;

End;
Begin

For v € V do ChuaXetfv] := True;

z[1] := v0; v0 la mot dinh nao dé cia do thi

ChuaXet[v0] := False;

Hamilton(2);
End.
Bai tap:

1. Néu do thi luong phan G = (X,Y; E) c6 mot chu trinh hamilton

thi cac tap hop X va'Y c6 cung mot so6 dinh. Hay ching minh diéu
do.

2. Trong cdc do thi trong hinh 7.19 sau day, do thi nao cé duong mot
nét Fuler. Gidi thich va néi ro logi duong mot nét Euler (md hay
khép kin) néu né ton tai.




Hinh 7.19: Tim ducng mot nét Euler.




Cac thuadt toan vé cay va ung dung

Cay khung va cdc thudt todan tim kiém

Dinh nghia 7.10. Cho trudc mot do thy lién thong G. Mot do thi con
T cia duoe goi la cay khung (con goi la cay bao tram) cia G néu:

1. T la mot cay,
2. T chita tat cd cic dinh cia G.

<1z

Hinh 7.20: Mot cay khung ctia do thi Petersen (hinh 7.12, trang 166).

Vi du. Cay khung hay thuong duge gap khi chiing ta phdi mdc mot hé
thong cdc tuyén cung cip nao dé cho n dia diém cho trudc. Thong




thuong nguoi ta phdi tién hanh tham do dé thiét lap mot bin do cdc
duong dan cé thé. He thong cung cap sé la cay khung cta do thi dugc
thiét lap vé cac duong dan co the.

Sau day la hai thudt todn zdc dinh cay khung trong mot do thi cho
trudc.

Thuat toan tim kiém theo chiéu sau
Budc 1: Lay mot dinh a bat ky lam goc cia cay khung

Budc 2: Xay dung duong di tu dinh nay bang cdach lan lugt ghép thém
cac canh vao, sao cho méi canh ghép mdi sé noi dinh cudi cung
trén duong di voi dinh chua thuoc duong di. Budc nay thuc hién
cho tdi khi nao khong thé ghép théem canh mdi dudc nita.

Budc 3: Néu duong di chiia tat cd cdc dinh cia do thi G, thi dé chinh
la cay bao trum can tim. Nguoc lai thi thuce hién tiép bude sau day.

Budc 4: Quay lui lai dinh trudc dinh cudi cung cia duong di va xdy
dung duong di mdi zuat phat tw dinh nay. Néu khong zay dung duoc
duong di mdi tiw dinh nay thi i tiép lai mot dinh nda trén duong
di va lap lai qud trinh xay dung duong mdi cang dai cang tot.




Budc 5: Vi do thi la hitu han nén qud trinh trén sau mot so hitu han
budc sé ding lai va cho ta cay bao khung cia do thi G da cho.

Thudt todn dugc thé hién vdi ngon ngt tua Pascal nhu sau:
Procedure Dfs(v: Integer);{ Thu tuc tim cay bao trum theo chieu sau}
Var u: Integer;
Begin

ChuaX et[v|:=False; Dinh v da duoc tham

For v =1 ton do

If (mGJv,u/<>0) and (ChuaXetfu]) then

Begin Duyet nhung canh ke voi v

mT v, u] := mG[v,u]; Bo sung vao tap canh cua cay
mTu,v] == mTv,ul;

Dfs(u);

End;




End;

Do phiic tap cia thuat todn tim kiém wu tién chiéu sau la O(m), vdi m
la sO canh cta do thi.

Hinh 7.21: Cay khung ctia do thi Petersen theo tim kiém chiéu sau tu a.

Thuat toan tim kiém theo chiéu rong:
Budc 1: Chon mot dinh a lam goc cia cdy

Budc 2: Ghép cdc canh lién thuoc vdi dinh nay. Cdc dinh mdi ké vdi
goc trong budc nay déu nam trén miic 1 ciia cay (vdi thi tu tug ).

Budc 3: Tiép tuc vdi moi dinh & mitc 1, ta ghép cdc canh lién thuoc
né sao cho ching khong tao nén chu trinh. Cdc dinh ké dugc tao
ra ¢ budc nay nam trén mic 2 cia cay.




Bude 4: Qud trinh nay sé dung lai sau mot so budc lam viéc (do tap
canh hitu han) va tat cd cac dinh cia do thi déu dugc ghép vao cay.

Thuat toan duogc thé hién vdi ngon ngi tua Pascal nhu sau:

Procedure Bfs(v: Integer);{ Tim cay bao trum cua do thi theo chieu
rong}

Var i, u, First, Last: Integer;
Begin
First :=1; Last .= 1;
Queue[Last]:=v;
ChuaXetfv]:=False; Dinh v da duoc tham
While First<=Last do

Begin { Trong khi hang doi chua ron}
w:=Queue[First]; Inc(First);
For i := 1 to n do If (mG[u,i/<>0) and (ChuaXet[i]) then




Begin Duyet nhung canh ke vot v
mT[u,i/:=mG[u,i]; Bo sung vao tap canh cua cay
mT[u,i/:=mT[i,u];

ChuaXetfi]:=False;

Inc(Last); Queue[Last]:=i;

End;

End;

End;

Do phiic tap ciia thuat todn tim kiém wu tién chieu rong la O(m), vdi
m la so canh cia do ths.

Hinh 7.22: Cay khung ctia do thi Petersen theo tim kiém chiéu rong tir a.




Cay khung nho nhat

Cho trudc mot do thi, nhiéu khi cdc canh cia né duge gan trong so6
(thuong la cdc s6 khong am) thé hién chiéu dai ciia né trong thuc té
hodc thoi gian van chuyén trén tuyén.... Mot cay khung cia do thi da
cho dugc goi la cay khung nhé nhat néu tong trong sé cdc canh clia no
la nhé nhat. Sau day la hai thudt todn pho bién nhat dé tim cay khung
nhé nhat.

THUAT TOAN PRIM

Procedure Prim; (G: do thi c6 n dinh va cdc canh cé trong so)
T:= do thi c6 duy nhat mot canh la canh cé trong so6 nhé nhat
for1:=1ton—2

begin

e:= canh coé trong s6 nhé nhat trong cdac canh khong thuoc T, c6 ding
mot dinh thuoc T

T:={e}uT




end. {T" la cay khung nhd nhat}

Do phiic tap thudt toan Prim la O(m.logn) vdin la s6 dinh va m la
so canh cua do thi.

THUAT TOAN KRUSKAL

procedure Kruskal; (G: do thi cé n dinh va cdc canh cé trong so)
T: =do thi rong

for::=1ton—1

begin

e:= canh cé trong s6 nhé nhat trong cac canh khong thuoc T va {e}UT
la do thi khong c6 chu trinh

T :=eUT
end. {T la cay khung nhé nhat}

Do phiic tap cia thudt toan Kruskal la O(m.logm) vdim la so canh
ctia do thi. Nhu vay khi do thi c¢6 so6 canh nhé thi nén st dung thuat
toan Kruska.




Luu y. Trong truong hop cdc canh cé trong so doi mot khdac nhau thi
cay khung nhé nhat dugc xdac dinh duy nhat. Con trong truong hop cé
nhiéu canh c6 trong so bing nhau thi cé thé cé nhiéu cay khung toi wu
khac nhau.

Cay nhi phan va ung dung

Trude hét ta néu vai khdi niém mdi vé cay chua duoc nhdc tdi & phan
tréen.

- Gbc: Déi vdi mot cay T bat ky co thé chon 1 dinh nao dé lam goc,
mot cay da duoc chon 1 dinh lam goc thi duge goi la cdy cé goc.
Viy mot cay co thé tao thanh nhiéu cay cé goc khdc nhau.

- Quan hé cha con: Gid st a la goc néu cé b, ¢ ké vdi a thi b, ¢ duge
goi la con ciia a(hodc goi a la cha cia b, ¢) tuong ty néu cé d, e
ké voi b thi b la cha cia ching con d, e la con cia b (zem hinh).

- Trong mot cay tat ca cic dinh la cha dugc goi la cic dinh trong.
Cac dinh khong phai la dinh trong duge goi la 1& (hay ld la dinh
con khong cé con), trong cay chi cé goc la dinh duy nhdt khong
phai la con.




- Bac cua dinh la so cdc con cia né, bac caa cay la bac lon nhat
cua dinh.

- Mitc cua cay: Méi dinh déu duoc gan bang mot maic, mic clia goc
la 0, con ciia goc c6 mate la 1. Néu maic cua cha la i thi mic cia
con s€ la 1+ 1. Mot dinh x© nao dé cé6 mic bang do dai duong di
tw goc dén x, mitc cao nhat trong so cdac dinh duoc goi la chiéu cao
cua cay.

Khi cay chua cé goc, chua phan chia thanh cdc cdc moi quan hé cha
con, bac, mic... thi cay la cay tu do con khi dugc phan chia goi la cay
phan cap.

Vi du. Cay T trong hinh 7.23 von la mot cay tu do, do chon a lam goc
thi né trd thanh cay phan cap T" c¢é6 goc. Vi cay T' goc a cé bac 2 va
mate 0, dinh ¢ c6 bac la 3 va maic 1 ... Mic cao nhat la 3 6 cdc dinh la
ld nhu i, j, k nén chiéu cao cia cay la h(T') = 3.

Dinh nghia 7.11. Cay phan cap T néu mdi dinh trong ctia né cé khong
qud m con tha T duoc goi la cay m-phan. Ddc biét néu m = 2 thi cdy
duoc goi la cay nhi phan, cay nhi phan rat quan trong va cé nhiéu ung
dung rong ra.




- Cay day du: Cay m- phan T duoc goi la cdy m- phan day di néu
moi dinh trong déu cé ding m con.

- Cay can doi: Xét cay m- phan cé chiéu cao h. Néu cdc ld cia cay co
mac h — 1 hodc h thi cdy la cay can doi.

Vi du. Cay T" trong hinh 7.23 la cay 3 phan, khong phdi cay day di
nhung la cay can doi.

Khi m = 2 thi cay cia ta duge goi la cay nhi phan (hinh 7.24). Sau
day ta néu ra mot ung dung cua cay nhi phan.

Hinh 7.23: Cay tam phan.




Ma tién t6 la phuong phdp ma héa cic chit cdi bing chit Latin bing
ky cac xauw nhi phan (trong dé khong phan biét chit cdi thuong va
chit cdi viét hoa) sao cho xdu nhi phan 1ing vdi mot tu khong bao
gi0 6 thé la doan dau cia zdu nhi phan dng vdi mot tu khdc. Ki
thudt nén va ma hod ma tién to la mot trong nhiing linh vuc thuong
hay dudc si dung trong Tin hoc. Cay nhi phan cé nhiéu @ng dung
trong viéc nghién ciu dp dung cac giar thudat trong linh vic nay.
Mot vi du ma tién to la dung cdc zau nhi phan cé do dai khdc nhau
dé ma cdc ky tu dé khong c6 zau nhi phan nao wng vdi hon mot
ch@ cdi. Trén cay nhi phan ma hod, cdc ld la cdc ky tw can ma hod
va duong di tw cha dén con trdi la 1 (hodc 0), con di téi con phdi
la 0 (hodc 1). Qud trinh ma hod sé duyét cay dé tu goc tdi ld, khi
tor nut con sé tao ra mot bit 0 hoac 1 va tor nut la sé tao ra mot
zau bit. Do vay, ma sinh ra cho mot ky tu sé khong la phan dau
cua ky tu khdc.

Vi du. Trong hinh 7.24, cay nhi phan biéu dién ma tién to cia cdc
kytua,b, c,d, e, ftrong do:

a: 111 b:110 c: 101

d:000 ¢:01 f 00




Hinh 7.24: Cay nhi phan.

Ma Huffman Mot trong nhiing thudt todn vé ma tién to la Huffman
zuat hién t nam 1952 tao ra ma cé do dai thay doi khdc nhau khi
da c6 bdang tan so xudt hién ciua cdc ky tw. Qud trinh ma hod va
giai ma phu thuoc vao viéc xday dung cay nhi phan ma hod. Thuadt
toan Huffman tao cay nhi phan tw nit ld dén nit goc, ky tu nao cé
tan so cang cao thi nit ld tuong wng cang gan goc hon.

Thuat toan ma héa Huffman
Vao: Bdng tan so xudt hién cdc ky tu sap zép gidm dan

Ra : Cay nhi phan biéu dién ma, nhdanh phdi la 1, trdi la 0.




Budc 1: Lay hai phan t¢ cudi bang tan so zuat hién ra khoi bing

Budc 2: Néu phan tii nao chua nam trong cay nhi phan thi tao ra
mot nat ld chia phan tid dé, phan té nay chinh la ky tw. Noi
hai nait tuong wng vdi hai phan tid nay vdi nhau thong qua viéc
tao nut cha cia ching. Phan ti cé tan so zuat hién lon hon la
nut trai, nho hon la nut phai.

Budc 3: Tinh tong tan so zudt hién cia 2 phan té nay chén vao
bang sao cho phu hop vdi nguyén tac gidm dan cia bang. Phan
tr maoi cua bang sé tuong Ung vor nut via dugc tao ra 0 budc
2.

Budc 4: Quay trd lai budc 1 dén khi bang chi con lai 1 phan ti.
Phan t¢ cudi cung tuong ¥ng vdi nit goc cia cay nhi phan.

Vi du. Ta cé két qud ma Huffman cho cdc ky tu & bang sau:




Ky tu Tan suat Ma nhi phan Chiéu dai ma

A 0.3 00 2
B 0.2 10 2
C 0.2 11 2
D 0.1 011 3
E 0.1 0100 4
F 0.1 0101 4
Cay nhi phan tuong ung dudgc biéu dién trong hinh 7.25. Vi thuat

0
L€ 0,1 [ { 0,1

Hinh 7.25: Cay nhi phan bicu dién ma Huffman.

toan Huffman truong hop zdu nhat la thoi gian hinh thanh cay nhi
phan la O(n) vdin la s6 ky tu can ma hod.




Chuong trinh sau viét bang ngon ng@ tua Pascal minh hoa thudt
toan tao ma Huffman:
Program MahoaHuffman,
Const n = 6; {S6 ky tu can ma hod a, b, ¢, .....}
Type Nod = record
S:integer; {tan suat}
Code:String; {ma nhi phan}
Name:char; {tén ky tu}
end;
Var a:array[1..n] of Nod;
1, manteger;
Procedure InputData; Khdi tao bing tan sudt cac ky tu
Var i:integer;
begin
for ¢ :== 1 to n do with A[i] do
begin S:=Round(exp(n/5)/exp(i/5))+1;Name:=Char(64+i); Code:
end;




end;
Procedure FindCode(m:integer); {Sinh ma huffman}
Var y,z:mod;

k:integer;

Begin

if m=1 then exit;

y:=a/m-1];

afm-1].s:=afm-1].s+a[m].s;

k:=m-1;

While (k>1) and (afk].s>a[k-1].s) do Begin
z:z=afkl; alk]:=afk-1]; alk-1]:=z; k:=k-1;
End;

FindCode(m-1);

z:=afkj;

for i:=k to m-2 do afi]:=afi+1];

afm-1]:=y;




afm-1].code:=z.code+’1"; a/m/].code:=z.code+0;
End;
BEGIN

InputData; FindCode(n);

For i:=1 to n do writeln(afi].code);
END.

Bai tap:

1. Hay tim cay khung téi wu cia do thi Petersen (hinh 7.12) vdi trong
so cac canh deéu bang 1.

2. Xdac dinh ma tién to trong cdc ma sau day:
a) a: 11, e: 00, t :10, s : 01.
b) a: 0, e: 1, t: 01, s: 001,

3. Dung cay nhi phan vdi ma tién té biéu dién so do ma hoa
a: 11, e: 0, t 101, s : 100,

4. Xdc dinh ma cia a, b, ¢, d, e, fva g néu so do ma la cay nhi phan
trong hinh 7.26.




Hinh 7.26: Ma tien to.

5. Hay dung cay nhi phan trong hinh 7.27 dé ma héa cau "Chao cac
ban". Va hay dung ma Huffman dé ma héa cau nay va so sinh so
bit s dung dé md hda.




Hinh 7.27: Cay ma hoa cau " Chao cac ban".




Mot so loar do thit co huong

Khai niém co sd

Mot do thi dugc goi la do thi (hitu han) cé hudng khi né chi cé cac canh
c6 hudng ma ta con goi la cde cung. Do thi ¢é hudng cing duoe biéu
dién trén mat phang nhu do thi vo hudng.

Mot cung w dugc xac dinh nho diem dau x va
diém cudiy, ma ta thuong ki hieuu = [z, y], trong
Hinh 7.28: Cung doé x dugc goi la dinh zuat phat va y dude goi la
noi [u, fU], dinh dich ctia u. Ching ta cing néi rang cung u

lien hop vdi dinh x va dinh y. Do thi cé hudng G
vdi tap dinh X wa tap canh E thuong dugc ki hiéu bdi G = | X, E),
Mot do thi c6 hudng ciing duoc bieu dién trén mdt phang bdi mot hinh,
trong do cac dinh duoc bieu dién thanh cdic diém duge to dam va cdc
canh c¢é hudng va cdc cung la cde duong lién tuc va duge bo sung bdi
mdi tén thé hién chiéu di tu dinh zudt phdt téi dinh dich. Cdc cung cé
cung dinh zuat phdt va dinh dich dudc goi la cdc cung song song. Néu

Uu v




dinh zudt phat va dinh dich ciia mot cung u trang nhau thi cung u nay
duoc goi la khuyén cé hudng. Mot do thi khong cé cung song song va
khuyén cé hudng nao cd dudge goi la do thi cé hudng don. Ta néi rang
cung u lien hop vdi dinh x, néu nhu x la dinh zuat phat hodac la dinh
dich cta cung u. Néu cung w lién hop vdi dinh x, thi cung u dudc gos
la lien hop hudng ra ngoai (lien hop hudng vao trong) déi vdi dinh .,
néu nhu dinh x la dinh zudat phat (dinh dich) cia cung u.

Vi du. Trong hinh 7.28, dinh uw lién hgp hudng vao trong dinh v.

Néu x la mot dinh ciia mot do thi cé hudng G, thy vdi dg(x), hodc
d~(x), ta ki hieu so cdc cung di téi x va goi né la bac di tdi cia dinh
x. Cling tuong tu nhu vy, vdi ki hieu d5(x) hodc dt(x) ta biéu thi so
cdc cung zuat phat tw dinh x va goi né la bac di ra cia dinh x. Cdc con
so nay la so6 cdc cung hudng vao trong va hudng ra ngodai lién hop vdi
dinh x. Bdc cia dinh x chinh la tong dg(x) = dg(x) + di(x). Tuong
tw nhu vdi do thi don vo hudng, ta goi mot dinh bac 0 la dinh co lap.
Vi du. Trong hinh 7.29 ta ¢6 d*(a) =4, d (a) = 1, d'b) = 1, d~(b) =
2, d"(c) =0wvad (c)=2.

Ngoai ra, nguoi ta cing s dung ma tran lien ké va ma tran lién
thuoc dé biéu dién do thi cé hudng.

:




Cho trudc mot do thi cé hudng G = [V, E]. Ta zdy dung mot ma
tran (a;;)co kich thude n X n trong dé n la so dinh cia do thi va a;; la
s6 cung noi dinh i vdi dinh j. Ma tran nay duoc goi la ma tran lien ke
ctia do thi cho trudc. Ma tran lien ké cia do thi cé hudng khong phdi
lic nao ciing doi zing. Chang han, do thi trong hinh 7.29 ¢6 ma tran
lien ke A:

A:

o O =
O OO
O ==

Duong di la mot day cac cung uq, Us,
., U, Sao cho vdimoit=1,2,...,k—1

ta co dinh dich cua cung u; cung chinh la
u\/—b dinh xuat phdt cia cung ;1 va moi dinh
? X . N A~ 7 o s PN A

cua do thi la khong c6 mat qua 1 lan trén
duong di. Goi dinh xudt phdt cia u; la
x va dinh dich cua ugla y, thi con duong
con dugc goi la duong x — vy. So6 cdc canh
k duoc goi la do dai cia duong di. Duong
di qua tat cd cdc dinh cia do thi dude goi la duong Hamilton. Duong

Hinh 7.29: Cung noi u vdi
v.




di véi dinh zudt phdt

Chu trinh la mot day cdc cung uy, Us, ..., Uy sao cho dinh xudt phdt
cua uy la dinh tdi cua uy va uy, Us, ..., Up_1 la mot duong di. Do dai
cta chu trinh la so canh ciia né. Chu trinh chita tat cd cac dinh cia do
thy duogc goi la chu trinh Hamalton.

Vi du. Do thi trong hinh c¢6 mot chu trinh do cung duge ddanh so 1 tao
thanh. Néu doi chiéu canh sb 4 thi ta sé c6 mot chu trinh do Hamilton.

Mot do thi c6 huong G duge goi la lién thong, néu bé hudng cdc cung
thi G trd thanh mot do thi vo hudng lién thong. G duogc goi la lién thong
manh, néu vdi hai dinh x, y tuy ¥ cia G luon ton tai mot duong di noi
x vdi y. Ro rang mot do thi cé hudng la do thi lién thong néu nhu né
la do thi lién thong manh. Ta c6 thé dé thay dieu nguoc lai thi khong
dung.

Vi du. Do thi trong hinh 7.29 la do thi lién thong nhung khong lién
thong manh, do tu dinh ¢ khong cé duong di téi cic dinh con lai ctua
do thi.

Dinh Iy sau day cho ta mot dieu kién can va di cho tinh lién thong
manh cia do thi.




Dinh ly 7.18. Mot do thi lien thong G la mot do thi lién thong manh
khi va chi khi mot cung tuy 4 cia G nam trong it nhat mot chu trinh.

Chiing manh. Gia st G 1a mot do thi c6 hudng cho trude sao cho moi cung
bat ki clia n6 nam trong mot chu trinh. Dé chi ra mot mau thuin, ta gia
st rang trong (G ton tai hai dinh x va y sao cho khong ton tai mot duong
di ndéi x véi y. Véi M ta ki hieu tap hop cac dinh y duge ndi véi dinh x
b6i mot duong di x — y ndo d6. Do G 1a do thi lien thong, ton tai mot
duong di vo huéng K = (x = x1,29,...,Tx = y) nol z v6i y. RO rang

W

Hinh 7.30: Duong di tir 2 t6i ;..
Ty =x € Mvax, =y & M. Gid stt i 1a $6 16n nhat sao cho z; € M




(ta di tt dinh x t61 dinh 2; bdi mot duong di W nao d6) va x;,1 € M.
Khi d6 cung gitta hai dinh x; va x;,1 ¢6 huéng di tur dinh x;,4 té6i dinh z;,
ta ki hieu u = [x;,1, ;]. Theo gia thiét cung w nam trén mot chu trinh C'
Ta di tu dinh x téi dinh x; doc theo W va sau dé doc theo chu trinh C' t61
dinh ;1. Trong nhting 16 trinh di tu x t6i ;41 nhu vay thi 16 trinh véi
it cung nhat phai 1a mot con duong. Vay c¢6 z;1; € M, vo ly. Mau thuan
nay ching t6 rang G 14 do thi lien thong manh.

Bay gio gia st rang cho trudec mot do thi lien thong manh G va mot
cung u tuy v clia n6. Néu u 1a mot khuyen, thi cung « da nam trén mot
chu trinh. Néu dinh xuat phat z va dinh dich y clia cung w khac nhau,
thi ton tai trong do thi G mot duong di W ndi dinh y véi dinh x. Khi do6
W U {u} 1a mot chu trinh chita cung u, 1a diéu can chiing minh. O

Mot sb6 do thi co hudng ddc biét

C6 mot loai do thi cé hudng khda don gidan la do thi khong cé chu trinh.
Mot do thi G duoc goi la do thi phdan chu trinh, néu nhu né khong chita
chu trinh nao cd. Moi do thi phdn chu trinh khong cé khuyén va moi
do thi con ctua do thi phdn chu trinh lai la mot do thi phdn chu trinh.




Mot dinh x ctia mot do thi cé hudng G duge goi la dinh nguon cia
do thi G, néu nhu dinh x khong phdi la dinh dich cia cung ctia G nao
cd Tat nhién moi dinh co lap cing duge coi la mot dinh nguon. Bdng
cach tuong tu ta dinh nghia mot dinh ha luu ctia mot do thi la mot dinh
y vdi tinh chat la né khong phdi la dinh zudt phat cia bat ci cung nao
cta do thi G cd.

Vi du. Dinh a trong hinh 7.20 la dinh nguon

/\ con dinh b la dinh dich.
Dinh nguon va dinh dich déng vai tro

a ) .
\/—b quan trong trong ly thuyet van tai. Nhing
van dé van tdi trén do thi cé hudng va

C

canh c6 han ché luong van tdi toi da da

Huinh 7.31: dugc Fork va Funkelson gidi quyét, ma ta

khong zét ¢ day. Ve su ton tai cia dinh nguon va dinh ha luu trong do
thi phdan chu trinh, ta co dinh ly sau:

Dinh 1y 7.19. Trong méi do thi phdn chu trinh luon ton tai it nhat
mot dinh nguon va mot dinh ha luu.

Chiing minh. Ro rang chi can chting minh rang trong moi do thi phan chu
trinh luon ton tai mot dinh nguon. Sy ton tai ctia dinh ha luu hoan toan




tuong tu.

Ta chon trong mot do thi phan chu trinh G cho truée mot dinh tuy v ;.
Néu dinh z; 1a mot dinh nguon, thi dinh 1y duge ching minh. Néu dinh x4
khong phai & dinh nguon, thi ton tai trong do thi phan chu trinh G it nhat
la mot cung w véi dinh dich 1a z;. Goi dinh xuat phat ciia cung nay 1a dinh
T, thl 9 # 1 do G 1a do thi phan chu trinh. Gid st rang dinh 2 13 mot
dinh nguon, thi dinh 1y duge chiing minh. Trong truong hgp dinh x5 khong
phai 1a dinh nguon thi ton tai trong G' mot cung véi dinh dich 1a dinh x».
Gia st dinh xuat phét clia cung nay 1a dinh x3, thi ta c6 x3 & {1, 22} Vi
G 1a mot do thi phan chu trinh. Bang cach tuong ty, ching ta cit tién hanh
nhu vay va thu duge mot day cac dinh xy, xo, ..., @}, ..., trong d6 khong
c6 dinh nao xuat hién hai lan. Do tinh hitu han ctia tap hop dinh, day nay
khong thé kéo dai vo han ma phai két thic tai mot dinh xy nao dé 1a dinh
nguon trong do thi G. Dinh 1y dugc chiing minh. O

Dinh ly dudi day cho ching ta su mo td vée do thi phdn chu trinh:

Dinh ly 7.20. Mot do thi c6 huong G = [X, E] vdi n dinh la do thi
phdn chu trinh khi va chi khi ching ta cé thé ddnh s6 cdc dinh cia
do thy bdi cac so 1, 2, ..., n sao cho moi cung [i, j] théa man quan hé
1< 7.




Chitng minh. Gia st rang ta co the danh s6 cac canh ctia do thi c6 hudng
G bdi céc s6 1, 2, ..., n sao cho moi cung [¢, 7] thoa man quan hé ¢ < j. Ro
rang khi d6 GG khong c6 khuyen. Bay gio ta ching minh rang GG khong c6
chu trinh. Thuyc vay, gia st do thi G ¢6 chu trinh véi cac dinh duge danh
sO 1a iy, 49, 13, ..., 1, doc trén chu trinh theo mot chiéu di. Theo gia thiét
d?lll bai thi ’1:1 < /l:Q < ’1,3 < ’Ln va ’Ln < 7:1. Tu do suy ra ’1:1 < 7;1, vo .
Mau thuan do6 ching t6 rang do thi da cho phan chu trinh.

Bay gio cho truéc mot do thi phan déi xting G véi n dinh. Chung ta
sé chiing minh rang cac dinh ctia do thi G' ¢6 thé dude danh s6 béi cac so
1,2, ..., n sao cho v6i mdi cung [, j| ta ¢6 quan he ¢ < j. Theo dinh ly
7.19, ton tai trong do thi phan chu trinh G mot dinh nguon, ma ta danh
sO 1. Trong truong hop do thi G ¢6 con cac dinh khac, ta khao sat do thi
G1 = G — {1}, 1a d6 thi thu duge khi b6 dinh 1 di. Do thi thu duge G di
nhién ciing 13 mot do thi phan chu trinh, va ta c6 thé danh s6 dinh nguon
clia do thi nay bdi s6 2. Néu do thi GGy con c6 nhieéu dinh khac nita, thi ta
lai c6 the xét do thi Gy = Gy — {2} .... va ¢t bang cach nay ching ta thu
dugce do thi chi ¢6 diang mot dinh, ma ta sé danh s6 dinh nay véi s6 n. Vay
cac dinh ctia do thi duge danh sé béi cac s6 1, 2, ..., n sao cho moi cung
4, 7] théa man quan hé ¢ < 7. Dinh ly nhu vay duge chiing minh. ]




Mot trong nhitng ung dung ly thi cia do thi phdn chu trinh duoc
Oystein Ore (trong nam 1960) xay dung mot loai cay gia pha, trong dé
quan hé bo va con dudce biéu dién bdi mot cung noi. Néu ching ta quan
sat mot tap hop cdc loai sinh vat song ciia mot lodi nao dé, ching ta cé
thé gdan cho méi cd thé mot dinh ciia mot do thi cé hudng; cung [z, y]
dugc noi i cd thé bo x tdi cd thé y, néu nhu cd thé y la con dé cia cd
thé x. Vi khong co ca thé tu bin than la con dé ciia minh, cho nén do
thi thu duoc la mot do thi khong cé khuyén. Ngodai ra dé thay do thi thu
dugc la mot do thi phdn chu trinh ddc biét: maoi dinh la dinh dich cia
dung hat cung.

Bay ¢io ching ta muon lam quen vdi mot do thi cé hudng dac biét
dugc goi la Turnier. Ve Turnier cé cd mot ly thuyét vuot ra khéi gidi
han cia cuon sach nay. Nguoi ta hiéu mot Turnier la mot do thi cé
hudng sao cho néu bé hudng cic canh di thi ta thu duge mot do thi day
di. Ta com cé thé goi mot Turnier la mot do thi day di c6 hudng (hinh
7.32 la mot 9-Turnier) va dugc ki hiéu bdi T,,.. Mot do thi con sinh bdi
m dinh ciia mot n-Turnier T, dugc goi la mot m-Turnier con.

Trong mot n-Turnier T}, ta co mot cdich hién nhién:
1) d (x)+d (x) =n—1 cho dinh x tuy § cia T,.

)




2) T, c6 khong qua mot dinh nguon va khong qud mot dinh ha luu.

Ten goi Turnier bit nguon ti thé thao: Néu co
mot dai hoi thé thao (ma trong tieng Dic duoc
goi la Turnier) gom cé n dau thi x1, x2, ..., Tn
tham gia, trong dé moi nguoi phdi gdap mot nguoi
khdc ding mot lan. Khong cé tran dau nao dude
két thic vdi két qua hoa - chang han nhu doi vdi
cde tran dau bong ban hodc bong ro. Khi dé ta
¢ thé gan moi doi vdi mot trong cic sé6 khong
vuot qud m bang phép gdn x; — 1 ta cé mot biéu
dién n doi bang cdc dinh 1, 2, .., n ctua mot do thi day du K,,.

Cdc cung (i,7) vdi hai dinh khdc nhau i, j cia do thi K, dugc gin
cho mot chiéu di thong qua mot mdi tén tw i tdi j, néu nhu doi x; thang

Hinh 7.32: Turnier 9
dinh.

Cudi cung sau tran dau, nguoi ta thu dude mot do thi day di cé
hudng, ma nhin vao do thi nay nguoi ta biét ngay két qud tung tran
dau riéng é.

Mot Turnier vdi n dinh dugc goi tat la mot n-Turnier (hinh 7.32 la
Tg).




Nguor ta da chiing minh dinh ly sau..

Dinh ly 7.21. Trong méi mot Turnier luon ton tai it nhat mot duong
Hamilton. Mot Turnier c¢é ding mot duong Hamilton néu né la do thi
c6 hudng phan chu trinh.

Chitng minh. Dé ching minh khang dinh tht nhat ctia bai toan ta gia
st rang ton tai mot Turnier khong c6 duong Hamilton, va sé chi ra mot
mau thuan. Gia st rang T, 1a mot Turnier va B = (x4, X9, ..., x1) 12
mot duong di ¢6 do dai 16n nhat v6i k < m. Ta chon mot dinh tuy ¥
r € {x1, Ty, ..., 2t} Do tinh cyc dai cia B dinh x khong phai la dinh
xuat phat clia cung ndi x véi x; va khong phai la dinh dich ctia cung noi
dinh z v6i dinh xy. Gid st rang 49 = max{i : (z;, x)la mot cung trongT, }.
Khi d6 ta co 1 <ig < k — 1. Ro rang rang B’ = (1, 9, ..., , Ty, ..., Tp)
la mot duong di trong Turnier 1), va dai hon B, mau thuan véi tinh cuc
dai cua B.

Dé chiing minh phan thit hai ctia dinh 1y, ta nhan thay rang néu 7T, phan
chu trinh, thi 7}, c6 ding mot duong di Hamilton. Khang dinh nay dugc
suy ra truc tiép tit dinh 1y 7.20, vi mot duong Hamilton chi ¢6 thé co cac
dinh xép theo thu tu 1, 2, 3, ..., n véi cach danh s6 cac dinh cta T, theo
thit tu nhu két luan cta dinh 1y 7.20. Nhu vay duong Hamilton 1a duge xéac




dinh duy nhat. m

Mot Turnier T, vdi n > 3 dinh duoc goi la bic cau, néu nhu T,
khong cé chu trinh do dai 3. Tw "bac cau" cé nghia la vdi cdc cung
(1, T2) va (T9,x3) noi Ty ti Ty va L& Ty tdi T3 thi clng ton tai cung
(21, x3) tur xy t61 x3. R6 rang rang moéi Turnier phdn chu trinh déu bdc
cau. Nguoe lai cting ding, nhu ta sé ching minh trong dinh Iy sau day.

Dinh 1y 7.22. Méi Turnier T,, vdi n > 3 dinh la bac cau khi va chi
khi T, phdan chu trinh.

Chatng minh. Ap dung dinh 1y 7.20 ta thdy mdi do thi phan chu trinh déu
la do thi bac cau nho cach danh sb cac dinh thoa man dinh 1y 7.20. Do d6
ta chi can ching minh diéu nguoc lai 1a moéi Turnier bac cau 1a mot do thi
c6 huéng phan chu trinh. Ta chitng minh bang phéan chiing.

Gia st rang Z = (1, Tg, ..., T, 1) 1a mot chu trinh c6 do dai nho
nhat. D& thay n > 4 do két luan dinh 1y hién nhién dang cho T3. Vi T, c6
tinh bac cau, chu trinh Z c¢6 do dai > 3, nghia la k£ > 4. Bay gio ta xét
cac dinh @, x5 va x3. Vi T), bac cau, cung noi hai dinh x; va x5 véi nhau
phai di tut @y t6i z3, do d6 Z' = (xy, T3, Xy, ..., Tp, 1) 1a Mot chu trinh c6




do dai nho hon do dai ctia chu trinh Z, mau thuan gia thiét Z c6 do dai
nho nhat. Vay 7), 1a do thi phan chu trinh. Dinh 1y duge ching minh. [

Khdc vdi do thi vo hudng, cau trd loi vé su ton tai chu trinh hamilton
trong Turnier duoc gidi quyét tron ven trong dinh Iy sau.

Dinh ly 7.23. Gia su 1, la mot Turnier véi n > 3 dinh. Cdac ménh
dé sau tuong duong vdi nhau:

1) T, c¢6 mot chu trinh hamilton.

2) T, la do thi lién thong manh.

3) Véi moi gid tri k = 3,4, ...,n thi Turnier T,, ¢c6 mot chu trinh do
dai k.

Chiing minh. Rang 1)= 2) va 3)=> 1) thoa man, ta c6 thé thay dé dang.
Ta chi con phai chiing minh 2)=- 3). Ta chiing minh bang qui nap theo k.
Gia stt rang 7T, lién thong manh. Khi d6 r6 rang 7, khong phai do thi phan
chu trinh, v& theo dinh 1y 7.22 thi T}, khong phai la do thi bac cau va do
do T, c6 mot chu trinh do dai 3. Khang dinh dudc chiing minh cho k = 3.

Bay gio gia st rang véi mot k < n ton tai mot chu trinh do dai k. Néu
nhu c6 k < n — 1, ta sé chi ra rang ton tai mot chu trinh do dai k& + 1.
Gia st rang ta c6 C' = (21, Ta, ..., Tp, 1) 1a mot chu trinh do dai k. Vi




k <mn—1, ton tai mot dinh x & {x, xs, ..., x;}. Ta phan biét hai truong
hop sau:

a) Ton tai mot dinh @ & {x1, 29, ..., 2%} va hai cung [z;, 2| va [z, z,],
chang han 1 < ¢ < j < k trong T},. Trong truong hop nay ching ta ¢
thé thay rang ton tai mot gid tri ¢ < ¢ < j — 1, sao cho [xy, x] va [z, 24 14]
la cac cung trong Turnier 7),. Bay gio

/
C'= (T1,%9, ..., T4, T, Tyy1, ... Tp, T1)

la mot chu trinh trong Turnier T}, véi do dai k& + 1.

b) Méi dinh © & {z1, X9, ..., .} 1a dinh dich clia tat cd cac cung noi
véi cac dinh thuoc C hosc 1a dinh xuat phat clia tat cd cac cung noi dinh
x v6i tat ca cac dinh cia C.

Trong truong hop nay ta cé thé chia tap dinh L )
T,,—C'lam hai tap hop A va B, sao cho moi dinh L3

x € A chi la dinh dich clia méi cung noéi dinh x

v6i mot dinh tuy ¥ ctia C' va mdi dinh y € B chi

la dinh xuat phat ciia cac cung ndi dinh y véi cac Hinh 7.34:

dinh cia C. Do k < n—1 thi AUB khong phai

tap hop rong. Do T}, lién thong manh, cic tap hop A va tap hop B cung




khong réng va ton tai it nhat mot cung néi tit A t6i B, chang han cung
lz,y] véix € Avay € B. Rorang la C' = (21, 2,y, 23, ..., 21, T1) 1A
mot chu trinh v6i do dai k + 1 trong T),. Vay khang dinh ctia ta ciing ding
cho gia tri £ + 1. Dinh 1y dugc ching minh. O
Bai tap:
1. Trong mot do thi phdn chu trinh T,, khong ton tai hai dinh cé cung
so canh zuat phat. Hay ching minh diéeu dé.
2. Chitng minh rang hai khang dinh sau tuong duong vdi nhau:
(a) Ta c6 thé danh s6 n dinh cia mot Turnier T, vdi cdc s6 1, 2,
..., n, sao cho cho vdi moi dinh i ta c¢6 d* (i) =n — 1.
(b) T, la do thi phdn chu trinh.

3. Chitng minh rang mot Turnier c¢é duy nhat mot duong Hamilton
khi va chi khi né la do thi phdn chu trinh.
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